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PRÉFACE. 



1^ puissant instrument que l'Algèbre et l'Analyse 
emploient aujourd'hui sous le nom de Déterminants 
était, il y a peu d'années encore, difficile à connaître 
à l'aide des seules sources auxquelles on pût alors 
puiser. Les grands géomètres s'étaient créé ce moyen 
auxiliaire en vue des hautes spéculations dont s'oc- 
cupait leur génie, et ils n'avaient guère songé à retar- 
der la construction de leur édifice par des considéra- 
tions sur les matériaux et les appareils, de la solidité 
desquels ils étaient parfaitement convaincus. De Jà 
il. est arrivé pour les déterminants, comme pour tous 
les instruments importants des mathématiques, qu'ils 
sont restés longtemps la possession d'un petit nom- 
bre d'esprits d'élite, avant qu'une théorie méthodique 
en rendît l'intelligence et l'usage abordables, aux 
esprits ordinaires. Le premier qui ait eu l'idée de 
venir en aide à l'Algèbre par la formation des sommes 
combinatbires appelées aujourd'hui déterminants, ,ce 
lut l'illustre Leibniz, comme Ta remarqué Dirichlet. 



VI PKËFACE. 

Mais, saut la lettre à l'Hospital du 28 avril 1693, 
où Leibniz parle avec conviction de la fécondité de 
son idée, on ne connaît aucun autre passage d'où 
Ton puisse conclure que Leibniz ait cherché à tirer 
de nouveaux fruits de cette découverte. La seconde 
invention des déterminants par Cramer, 1760, ne 
s'est pas perdue, à cause des services qu'elle a rendus 
aux progrès de l'Algèbre, grâce aux travaux de Cra- 
mer lui-même, et quelques années plus tard à ceux 
des Bezout, des ^a pi ace, des Vandermondè, des La- 
grange. C'est Vandermonde (Sur £êtiminalion, 1772) 
qui a cherché à créer un algorithme îles déterminants, 
tandis que Lagrange, dans son Mémoire classique Sur 
les pyramides, 1773, faisait déjà un usage très-étendu 
des déterminants du troisième degré dans les pro- 
blèmes de géométrie analytique. Mais ce qui a le plus 
contribué au perfectionnement et à l'extension du 
calcul au moyen des déterminants, ce sont les Disqui- 
sitiones arithmeticœ de Gauss, 1801. En partant de la 
considération des algorithmes qui se rapportent, dans 
cet ouvrage, aux a déterminants des formes quadra- 
tiques, » Binetet Cauchy, 181 2, ont établi des règles 
générales, pour la multiplication des déterminants, et 
par là certains calculs sur des sommes difficiles à ma- 
nier ont acquis une facilité inattendue. lacobi, avec 
sou génie créateur, s'empara en 4&16 de ce nouveau 
calcul, don! jusque-là les développements étaient dus 
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surtout à Cauchy. Les travaux qu'il a publiés dans 
le Journal de Crelle sont des preuves éclatantes de la 
puissance de ce nouvel instrument dans la main d'un 
tel maître. C'est par les Mémoires de Jacobi De for* 
madone et proprietatibus determinantium et De de- 
terminantibus functionalibus, 1841, que les détermi- 
nants sont devenus pour la première fois accessibles à 
tous les mathématiciens, et, depuis, leur théorie a 
reçu de divers cotés des accroissements importants. 

Le Mémoire de Jacobi De Jormatione, etc., qui 
n'a pas été rédigé pour l'usage immédiat de ceux qui 
commencent cette étude, et le traité de Spottiswoode 
intitulé : Elementary theorems relating to détermi- 
nants, London, i85i, et dans lequel, à côté d'un 
ordre convenable des matières et d'un bon choix 
d'exemples, on rencontre un grand nombre de négli- 
gences et même d'erreurs qui diminuent la valeur de 
l'ouvrage : tels étaient lès seuls moyens que l'on eût 
pour arriver à la connaissance des déterminants, 
lorsque je me décidai à rassembler les matériaux, en- 
,_/ core dispersés pour la plupart, pour en composer une 
~ : / * théorie des déterminants, suivie de leurs plus impor- 
'?>:,. tantesapplications. Mon travail était presque terminé, 
-£: lorsque j'ai eu connaissance de l'ouvrage de Brioschi, 
, intitulé: La teorica dei determinanti , Pavia, i854- 
Ce traité, appelé 'par Je besoin généralement senti 
d'une introduction élémentaire à la connaissance des 
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déterminants) bien qu'il ne soit pas toujours rigou- 
reux dans les principes, est cependant écrit avec une 
parfaite connaissance du sujet, et contient un riche 
trésor d'excellents matériaux. Aussi cet ouvrage s'est- 
il promptement répandu et fait apprécier. La traduc- 
tion allemande de ce livre estimable, publiée tout ré- 
cemment à Berlin, a été sans doute très-bien accueillie 
des mathématiciens d'Allemagne, et si j'ai eu le cou- 
rage d'achever mon Traité sur le même sujet, cela 
tient principalement à ce qu'il diffère de celui de 
Brioschi par le plan et par l'exécution. Pour mettre 
à découvert dans sa plus grande simplicité le noyau 
théorique de cette doctrine, j'ai exposé les princi- 
pales propriétés des déterminants et les algorithmes 
auxquels elles servent de base, dans un traité rédigé 
avec la rigueur synthétique, telle qu'on la rencontre, 
dans les ouvrages des géomètres de l'antiquité, et 
lorsque cela m'a paru nécessaire, j'ai éclairci les prin- 
cipes par des exemples simples. Pour comprendre 
avec clarté les propositions d'un système, il ne peut 
être qu'avantageux d'avoir toujours présent, auprès 
de chaque théorème, l'ensemble des prémisses sur 
lesquelles il repose. Quant aux applications. à l'Al- 
gèbre, à l'Analyse et à là Géométrie, je les ai réunies s 
dans une section spéciale, pour, en rendre l'intelli- 
gence plus facile en donnant aux sujets une plus 
grande liaison, et pour parvenir en même temps à 
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traiter chaque sujet plus complètement. Mais j'ai tou- 
jours cherché avec le plus grand soin à donner aux 
théorèmes et aux démonstrations tofcte là précision 
possible, partout où ils semblaient en manquer en- 
core. Dans le choix des notations et des dénomina- 
tions relatives à cette théorie , j'ai cru devoir user de 
la circonspection la plus minutieuse, parce que, sans 
cela, les nouvelles mathématiques menacent de deve- 
nir inintelligibles, à cause de l'extravagante profusion 
de termes nouveaux qui fait invasion dans leur voca- 
bulaire. Je me suis particulièrement efforcé de donner 
quelque valeur à mon travail, en cherchant à remon- 
ter autant que possible au* sources originales, pour 
pouvoir citer les premiers inventeurs des méthodes et 
les premiers auteurs des théorèmes. De telles cita- 
tions ne sont pas seulement un hommage que doit la 
postérité aux révélations du génie de nos prédéces- 
seurs , elles constituent aussi un élément de l'histoire 
de la science, et invitent à l'étude des grandes œuvres 
qui ont servi à l'édifier, et où se trouvent encore de 
riches mines à exploiter. Je ne puis m'attendre, à la 
vérité, à ce que mes recherches m'aient partout con- 
duit à de résultats exacts; mais j'espère qu'en pu- 
bliant mes erreurs je fournirai l'occasion de les rec- 
tifier. * ' 

D'après ce que je viens de faire observer, il est inu- 

b 
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tile de relever ce qui a pu être ajouté par mes propres 
recherches aux matériaux fournis par les autres. Il ne 
me reste plus qu'à exprimer ma reconnaissance pour 
la bonté avec laquelle mon savant ami Borchardt m'a 
soutenu dans mon travail par les nombreux rensei- 
gnements dont je lui suis redevable (*). 

(*) Nous avons introduit, dans la présente édition, un certain nombre de 
corrections que l'Auteur a eu l'obligeance de nous indiquer. {Note dwVta- 
ductcur. ) 
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PREMIÈRE PARTIE. 

THÉORIE DES DÉTERMINANTS. 



§ I. — Partage des permutations d'éléments donnés 
en deux classes. 

1 . Les éléments d'un arrangement dont on veut déduire 
les permutations se distinguent par leurs numéros d'ordre 
ou indices. Un élément est dit plus élevé qu'un autre, lors- 
qu'il a un indice plus grand. La combinaison d'un élément 
d'une permutation avec un des éléments suivants s'appelle, 
relativement à l'arrangement primitif, un dérangement (*) 
lorsque le premier élément de la combinaison est plus élevé 
que le second. Par exemple la permutation a t a t a^at con- 
tient quatre dérangements, a t a u a k a z , a^a^ a t a±. 

Les permutations d'éléments donnés ont été divisées par 
Cramer en deux classes, dont la première renferme les 
permutations où il se trouve un nombre pair de dérange- 



(*) Cramer, Analyse des lignes courbes, 1750; Appendice, p. 658. 
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munis, et la seconde les permuta lion s qui présentent un 
nombre impair de dérangements. 

2. Théorème. — Lorsque dans une permutation on 
échange un élément avec un autre, tous les éléments res- 
tants conservant leurs places, le nombre des dérange- 
ments existants dans la permutation varie d'un nombre 
impair (*). 

Démonstration. — Soient g et h les éléments que Ton 
veut échanger , h le plus élevé des deux , A le groupe des 
éléments qui précèdent g, B le groupe des éléments com- 
pris entre g et A, C le groupe des éléments qui suivent h. 
La permutation donnée étant ainsi 

AgBhC, 

et celle que l'on veut former étant 

AàBgC y 

la variation cherchée du nombre des dérangements pro- 
vient de la position que g et /* prennent l'un par rapport 
à l'autre, et par rapport aux éléments contenus dans 6. 

Soit j3 le nombre des éléments du groupe B, parmi les- 
quels il y en a (3, plus élevés que g, el j3, plus élevés que h. 
Alors, outre les dérangements qui existent dans 6, il s'en 
trouvera, dans l'arrangement gBA.|3 — /3i H-/3,, parce 
que g est plui^étevé que (3 — /3j éléments de B, et qu'il 
y a, dans B, @% éléments plus élevés que h. Au lieu de ces 



(*) La division des permutations fondée sur ce théorème est due à Bezout 
(Histoire de l'Académie de Paris, 176/1, p. 392), et a été démontrée pour la 
première fois par Laplace dans la mémo collection, 1772, t. II, p. 294; elle 
l'a été ensuite plus simplement, do la manière que nous donnons ici, par 
Mollweide, Dcmonstratio élimina lionis Ciamerianœ, Leipzig, 1811, §9, ot 
par Gcrgonno, Annales de Mathématiques, t. IV, p. i5o. 
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dérangements, l'arrangement ABgf, formé par l'échange 
mutuel de g et de A, présentera (3 — (3, -h i -f- (3j dérange- 
ments , puisque A est plus élevé que |3 — 13 2 éléments 
de B, que de plus h est plus élevé que g, et qu'enfin il y 
a encore (3, éléments de B qui sont plus élevés que g. 
La différence de ces nombres, 

P — p a -M -I- p, — ( P — ?, -+- p 2 ) = 2p, — 2 p, -h I , 

est impaire. c. q. f. d. 

3. Par des échanges successifs de deux éléments, on peut 
obtenir l'une après l'autre toutes les permutations d'un 
arrangement donné. Les dérangements que l'on rencon- 
trera dans celte suite de permutations seront alternative- 
ment en nombre pair et en nombre impair (2). Comme le 

-nombre total des permutations est pair, il existera autant 
de permutations de la première classe, contenant un 
nombre pair de dérangements, que de permutations de la 
seconde classe, contenant un nombre impair de dérange- 
ments. Ces permutations se déduisent de l'arrangement 
donné, les premières au moyen d'un nombre pair, les 
secondes au moyen d'un nombre impair d'échanges entre 
deux éléments. 

Deux permutations appartiennent à la même classe, si 
elles peuvent se déduire Tune de l'autre, ou se déduire 
toutes les deux d'une troisième, au moyen d'un nombre pair 
d'échanges entre des éléments pris deux à deux. 

4. Démonstration analytique du théorème (2). — Pour 
classer les permutations, formons dans chacune d'elles les 
différences des indices correspondant aux éléments, en 
soustrayant l'indice de chaque élément de celui de l'élé- 
ment suivant. Une permutation contiendra autant de dé- 
rangements qu'il y aura de ces différences qui seront néga- 
tives (1). 
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. Le produit de ces différences est une fonction alternée 
des indices (*) qui prend la valeur opposée par l'échange 
de deux de ces indices. 

Démonstration (**). — Chaque différence en particu- 
lier, dans l'échange de deux indices, conserve sa valeur 
absolue; le produit conserve donc aussi sa valeur absolue. 
Si Ton désigne par i et k deux indices déterminés, et par 
r et s deux autres indices quelconques; par 

n(r- /)(#—*), n(r-,), 

les produits des facteurs dont les formules générales sont 

( r — i )( r — *)> ' — s; 

si l'on désigne enfin par e l'une des quantités H- i ou — i , 
le produit des différences à former pour une permutation 
donnée pourra se représenter par 

e ( A — /) II (r — /) (r — A ) XI (r - s). 

Si l'on échange maintenant i et k entre eux, les produits 

n(r— *)( r — *) el n(r — s) 

ne changeront pas, et k — i prendra la valeur opposée. 
Donc le produit complet prendra la valeur opposée. 

c. Q. F. D. 

Puisque, par l'échange de deux éléments de la permuta- 
tion, le produit en question change de signe , il s'ensuit que 
le nombre des différences négatives, et partant aussi le 
nombre des dérangements de la permutation, varient d'un 
nombre impair, comme on l'avait déjà démontré ci-dessus. 

(*) Fonction alternée, suivant Cauchy (Journal de l'École Polytechnique, 
XVII 6 cahier, p. 3o,el Analyse algébrique, t. III, p. 2). — Functio alternons, 
suivant Jacobi (Journal de Crelle, t. XXII, p. 36o). 

(** ) Jacobi, De/., 2 (Journal de Crelle, t. XXII, n° 1 1). 
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5. L'échange des éléments d'un arrange nie ut est appelé 
permutation circulaire, lorsque chaque élément est rem- 
placé par le suivant, et le dernier élément par le pre- 
mier. 

Par une permutation circulaire de tous les éléments^ on 
tire d'une permutation donnée une autre permutation qui 
appartient ou n'appartient pas à la même classe, suivant 
que le nombre des éléments est impair ou pair. Car la per- 
mutation circulaire de n éléments peut s'obtenir en échan- 
geant le premier élément avec le second, puis avec le troi- 
sième, etc., ce qui fait ainsi n — 1 échanges d'éléments 
deux à deux. 

D'une permutation donnée on en peut déduire une 
autre quelconque par des permutations circulaires effectuées 
sur des groupes séparés d'éléments. Soient, par exemple, 

725438169 

les indices des éléments dans la permutation donnée, et 

2 9 3 8 7 4 1 5 6 

les indices des éléments dans la permutation à former. 
Commençons par le premier élément à déplacer dans la 
permutation donnée, et remplaçons successivement 7 par 2, 
2 par 9, 9 par 6, 6 par 5, 5 par 3, et enfin ï par l'élément 
7 qui a servi de point de départ. On a ainsi séparé un groupe 
d'éléments sur lesquels on a accompli une permutation cir- 
culaire. Maintenant, dans la suite des éléments restants, 
remplaçons 4 par 8, 8 par 4» ce qui accomplit la permuta- 
tion circulaire d'un second groupe d'éléments. L'élément 1 
qui reste encore ne doit pa$ être remplacé par un autre. 
D'après cela, la seconde permutation a été déduite de ïa 
première par des permutations circulaires partielles. 

En comptant pour uii groupe particulier chacun des clé- 
ments qui, dans le procédé que nous venons de décrire 
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pour déduire une permutation d'une autre, doivent être 
remplacés respectivement par eux-mêmes, on a la règle 
suivante : 

Deux permutations appartiennent ou n'appartiennent 
pas à la même classe, suivant que la différence entre leur 
nombre d éléments et le nombre des groupes par la per- 
mutation circulaire desquels Tune des permutations don- 
nées peut se déduire de Vautre , est paire ou impaire ( * ) . 
En effet, si les permutations données sont composées de 
n éléments, et que la seconde se déduise de la première en 
partageant les éléments en p groupes de a< , a 2 , a 8 , . . . 
éléments, et en faisant subir à chaque groupe une permu- 
tation circulaire, ces permutations circulaires pourront s'ef- 
fectuer au moyen de 

(a, — j)-f-(a 2 — i) -h (a, — i)H-../ 

échanges d'éléments deux à deux* Or on a 



donc la seconde permutation peut se déduire de la pre- 
mière au moyen de n — p échanges d'éléments deux à 
deux. 

Pour amener les éléments du premier groupe à leurs 
nouvelles places, il ne faut pas moins de « â — i échanges 
d'éléments deux à deux, et ainsi de suite. Donc, pour dé- 
duire Tune de l'autre les permutations données , il ne faut 
pas moins de n — p échanges d'éléments deux à deux. Dans 
l'exemple ri-dessus, on a p = 3, n — f p = 6; par consé- 
quent les permutations données appartiennent à la même 
classe. 



( * ) Caicuy, Journal de l'École Polytechnique, XVII' cahier, p. t\i ; Analyse 
algébrique, Note IV.— -Jacobj, Dct., 3. 



THÉORIE DES DETERMINANTS. 7 

§ II. — Déterminant iVun système de n* éléments. 

4. Si l'on considère m lignes horizontales de n éléments 
chacune, ou, sous un autre point de vue, n lignes verti- 
cales de m éléments chacune, pour distinguer en général 
ces éléments, il est commode de les affecter chacun de 
deux indices, dont le premier marque le rang de la ligne à 
laquelle appartient l'élément, et le second le rang de l'élé- 
ment dans sa ligne ( * ) ; par exemple, on écrira 

a lfl //,,,. . . a {>n 



<*m,\ «Va- • 



Au lieu de a i}ki on écrit aussi a { ] } ou simplement (*, A). 
Lorsque m = /i, la série des éléments 

«1,1 «a,a« • • • tf*,/i» 

depuis le premier jusqu'au dernier, s'appelle la diago- 
nale du carré des éléments. 

2. On entend par déterminant d'un système de ri 1 élé- 
ments, disposés sur n lignes de n éléments chacune, et 
représentés par a ijkf i et k recevant chacun toutes les va- 
leurs 1 , 2, ... , n, la somme des produits de ces éléments 
pris n à », de manière qu'il n'y en ait pas deux dans le 
même produit qui appartiennent soit à la même ligne hori- 
zontale, soit à la même ligne verticale. Le premier terme 



(*) Cette notation a été employée pour la première fois par Leibniz. 
Voir sa Lettre à L'Hospital, du 28 avril i6q3, dans les Œuvres mathéma- 
tiques de Leibniz publiées par Gerhardt, t. II, p. 23g. 



8 PREMIÈRE PARTIE, § II. 

du déterminant est le produit des éléments de la diago- 
nale, • 

Du premier terme on déduit tous les autres, en laissant les 
premiers indices invariables et permutant les seconds. On 
prend chaque terme positivement ou négativement, sui- 
vant que la permutation des indicés qui a servi à le former 
appartient ou n'appartient pas à la même classe que le 
premier arrangement des indices. 

Le déterminant de ri* éléments est dit du ri ème degré, 
parce que ses termes sont des produits de n éléments. Il est 
formé de i . 2 ... n termes, dont une moitié sont positifs et 
les autres négatifs (§ I, 3), et parmi lesquels il ne peut s'en 
trouver deux égaux et de signe contraire, tant qu'il n'existe 
pas de relations particulières entre lès divers éléments. On 
désigne un déterminant, d'aprçs Cauchy et Jacobi, en ren- 
fermant le système des éléments entre deux traits verticaux, 
ou en plaçant sous le signe sommatoire le premier terme 
précédé du double signe ± ; ou, d'après Vandermonde, en 
plaçant la série des premiers indices qui servent à distinguer 
les éléments, au-dessus de la série des seconds indices (*) : 






tf/u o„; 2 . . . a n 



U.« %? . 12.../* 

l >> = Zu ^"m %*• • • a *>» = ~iri"r 

**é I2...A 



(:;::::)• 



(*) Cauchy, Journal de l'Ecole Polytechnique, XVII e cahier, p. 52. — 
Jacobi, Det., 4, et Journal de d'elle, t. XV, p. 1 1 5. — Vandermonde, Histoire de 
l'Académie de Paris, 1772, t. Il, p. 517. Les déterminants ont été découverts 
par Leibniz (loc. cit.) t qui a cherché à représenter par leur moyen la résul- 
tante de n équations linéaires à n — 1 inconnues, ainsi que la résultante de 
deux équations algébriques quelconques à une inconnue. Comme second in- 
venteur des déterminants, on doit nommer Cramer (voir § I, l). La de- 
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Exemples : 



a b 
a x b t 

abc 
a x b x c x 
a 2 b 2 c 2 



b c d 
b t c x d x 
b%e^a\ 



= ab K — a x b. 

-abiC t — ab 2 c x -+- a t b 2 c — a x bc 2 -h a 2 bc x — a 2 b x c. 

ab { Ctds — ab x c^d 2 -\- ab 2 c % d x — ab 2 c\ d 3 -f- ab z c { d 2 — ab$c 2 d x 

— a x bc 2 rf 3 -f- a x bci d, -h a x b 2 cd 3 — a x b 3 c 3 d-— a x b z cd 2 -+- Q { b z c 2 d 
-H a 2 bc x d ir - a 2 bc z */, — a i b l cd 3 -\-a i b l c z d-+- a 2 b z cd x — a 2 b* c x d 

— a 3 bc x d 1 + a 3 bc 7 d x -\-a i b l cd 2 — a i b x Cid>—a i b 2 cd x -+-asb 2 c i d. 



3. Les termes d'un déterminant peuvent aussi se déduire 
du premier terme, en permutant -Ijgs Hfflp 1 ' ers indices et 
laissant invariables les rangs des sténos indices. Si Ton 
désigne, en effet, par k t /r 2 . . . k n une permutation quel- 
conque des indices 12... rc, alors a lfi a tiit . . . a„,* n ex- 
primera un terme quelconque du déterminant. Or ce terme 
se déduit du premier terme a lyi a if% . . . a Wj „ soit en rempla- 
çant les seconds indices 1,2,...,/* respectivement par 
A*t ,#,, . . . ,Ar„, soit encore en remplaçant, dans la série des 
premiers indices, # t par 1, # 2 par 2, . . . , h n par n. On a, 
dans les deux cas, à effectuer le même nombre d'échanges 
des indices deux à deux, et par suite le terme déduit par 
le second procédé obtient le même signe que par le premier 
procédé. Par exemple, de 

«1,1 #V ^ 3 a *>* ***.* a *>*>* 



nomination de déterminant, introduite par Cauchy, a été empruntée à des 
sommes formées d'après la lui ci-dessus, que Gauss (Disquis. arith.) a nom- 
mées déterminants des formes quadratiques. Depuis, Cauchy {Exercices de 
Mathématiques, Exercices d'Analyse) a substitué au nom de déterminant 
celui de fonction alternée , et aussi l'expression de résultante employée par 
Laplace ( voir § I, 2). 
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on déduit 

«1,3 «2,2 «3,1 «4.« «5,6 «6,5» 

en remplaçant les seconds indices i, 2,3,4*5,6 par 
3, 2, i,4, 6, 5. Mais le même terme peut aussi se tirer du 
premier terme , en remplaçant les premiers indices 
3 , 2 , i , 4 , 6 , 5 respectivement par i,2,3,4>5,6. Par le 
premier procédé comme par le second, il y a toujours 
quatre indices remplacés par d'autres, et dans les deux cas 
le terme déduit reçoit le même signe. **': 

Deux systèmes dont l'un a pour lignes, verticales l|s 
lignes horizontales de l'autre ( et vice versa) , £.;„' 

«i,i «»;*• • • «i,b «i,i. «2,i • 



'n,i y 



«2,1 «2,2». • tfj,« «1,2 «2,2-. ««,2, 



ont le même déterminant S ± a iyi a îj2 • • • n^n- Car chaque 
terme de l'un des déterminants se trouve dans l'autre avec 
le même signe. 

4. Théorème. — Un déterminant change de signe lors- 
que, dans le système de ses éléments, on échange une ligne 
(horizontale ou verticale) avec une ligne parallèle. Un 
déterminant s'évanouit identiquement lorsque les éléments 
d'une ligne sont égaux, chacun à chacun et dans le même 

ordre, aux cléments d'une ligne parallèle (*). 

« 

Démonstration. — Soient R le déterminant donné, R' le 
déterminant qu'on en déduit par l'échange de deux lignes 
parallèles d'éléments: R' contiendra les mêmes termes que 
R avec des signes contraires. Car le premier terme de R' 



( * ) Laplacl, Histoire de l 'Académie de Paris, 1 77?, 1. 11, p. 297 . — Vànder- 
monde, ibid., p. 5i8 et 522. 



II 
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se déduit du premier terme de R par l'échange de deux des 
premiers ou de deux des seconds indices ; il se trouve donc 
dans R avec le signe contraire. Tous les autres termes de R', 
qui se déduisent de son premier terme au moyen d'un 
nombre impair (ou pair) d'échanges de termes deux à deux, 
résulteront du premier terme de R au moyen d'un nombre 
pair ( ou impair) de ces échanges. Donc tous les termes de R' 
se trouvent dans R avec le signe contraire, c'est-à-dire 
qu'on a R' = — R. 

Si les éléments qui composent les deux lignes parallèles 
sont respectivement égaux dans le même ordre, alors, par 
l'échange de ces deux lignes, R se changera en — R : or 
le système des éléments n'est pas altéré par cet échange, et 
par suite — R=R: donc R= o, quelles que soient les 
Valeurs des éléments. 

Par exemple, on a 



a, ,. . . /i, 



#n,i • • • «/i,n 



#i.a#i.i #1,3 • • • #i, n 

#2,2 #2,1 #2,3 • • • #2,n 



= (- ,)-• 



#1,2 #1,3 • • «1,11 «1,1 
#2,2 «2,3 • • °i.n #2,1 

#/»,2 #n,3 • • • #n,n #/i,t 



#2,2- . . #2,n #.,i 
«3,2. • . # 3 ,« «3,1 

#,, 2 . . . a Xtn a {/ 



«ai #i,3' • . «2,n 

#2,1 #2,2 . . #2,11 
#3,1 #3,2 • • #3./l 



= O. 



#«,. «n,7- • • ««.H 

En général, si /, £,/,..., ainsi que r, j, t , . . . , désignent. 
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des permutations données de i , 2, . . . , /î, on a 



tf /> ai,i <*i,t • • • 

Ok.r Ûk,s C*k,f • • 



".,« 



"•V «/-.* «r,/« 

"r,i "/,* «/,/• • 



e désignant l'unité positive ou négative, suivant que les 
permutations données appartiennent ou non à la même 
classe. 

S. Théorème. — Si les éléments d'une certaine ligne du 
système s'évanouissent tous à l'exception d'un seul, le dé- 
terminant du système donné se réduit au produit de l'élé- 
ment en question par un déterminant d'un degré moindre 
d'une unité (*). 

Démonstration. — Soit 



R = 



«i,i. - • (*\ 



««,!••• n n t n 



et supposons que parmi les éléments 



*ù\ a i,i* • • <*i,n > 



a ijk soit le seul différent de zéro. Prenons, dans le système 
donné, la i ihme ligne horizontale d'éléments pour en faire la 
première ligne horizontale, et la h iè,ne ligne verticale pour 
en faire la première ligne verticale, de sorte que, par 
(1 — i)-f- [h — 1) changements désigne (4), R se change 



(*) Jacqdi, Dct., j; 
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l3 



cR 



«7,_,,* ff«_,,| 

«*/+•.* ««+i,i 



«».* ««.!• 



où e = ( — i) ,+ *. Par hypothèse, les termes de s R dans les- 
quels le premier des seconds indices est différent de A, s'é- 
vanouissent. Donc eR se réduit aux termes qui se déduisent 
du terme principal 



«i.* <*u • 



par la. permutation des seconds indices i, 2, . . . , À — 1, 
ft + i 9 * • •» "9 à l'exclusion de /:; c'est-à-dire, aux termes 
d'un déterminant de degré n — 1 (2), multipliés par le 
facteur a ifk . Ainsi 



6 R = a ik 



a «i>_i «1,4+1 . 



«... 



«1+1.1 



««,«• 



e ayant la signification indiquée ci-dessus. 
Exemples : 



a x a 2 ctt a { 

b K b 2 b 2 b A 

C, Ci C, C K 

O O «7-, O 



= -r/ 3 



«1 <7 2 «7, 

£, ù* b< 

?l <*» <\ 



i4 

et 
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i «. 


a 2 «3 




o b t 


b* b> 


= 


o c, 


c 2 c. 




o <7, 


d 2 d 3 





b x b 2 b z 




e t r 2 c 3 


= 


d x d 2 d 2 





IOOO 

b b t b 2 b A 
c f , c, r 3 
d tl x d 2 d, 



6. Il s'ensuit réciproquement que tout déterminant peut 
être mis sous la forme d'un déterminant d'un degré plus 
élevé. Par exemple, 



*\,\ • • "l,M 



«/!,!• •«/!,» 



1 «/i+i,i • • •««-+-! n 

O «,,, . . .#,,„ 
o a n a„ >n 



I «iH-î,*-H «/M-3,l • • '^n+2,n 



!...«* 



«M 



•«1,11 



««,1 



et ainsi de suite. Les éléments 



"n-Hti 5 • • • y u n-\-\,ny 



J n+i,\ i • • • y **n+i,ni "/i-f-2 ,n-+-t 9 



qui ne se trouvaient pas dans le développement du dé- 
terminant primitif, pourront recevoir des valeurs arbi- 
traires quelconques, et par conséquent on pourra aussi les 
supposer nuls. 

7. Lorsque tous les éléments situés d'un même côté de 
la diagonale s'évanouissent, le déterminant du système 
se réduit à son terme principal. 



O «2,3 «2,3. • «3,n 



o o « 



3,3- 



.a 



3,11 



o o o . . . (l„ . 



«u 



«3,2 «3, 3. • • «2,« 

O «3,3 • «:«,« 
o o ...«„.„ 



= etc...|5) 



-~ «1,1 «5, ï 
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§ in. — Des ternies dun déterminant ordonne suivant 
les éléments dune même ligne, 

1 . Théorème. — En désignant par i et k deux indices 
quelconques de la suite i , 2, . . . , n \ par R le déterminant 
2±a i9l a Syi . . .a njn $ par a iik le coefficient de a ijk dans R, 
c'est-à-dire par a iyi ac iyk la somme des termes de R qui ren- 
ferment l'élément a ijk : les sommes 

«*, i«*,i+ a i,* a *,2 H" • ■ H - a i,n *k, n y 

«1,1" «!,*-+" «2,1 «M"4- • . . "+■ ««,!'«*,*, 

auront pour valeur R ou zéro, suivant que i et À* seroilt'^P 
égaux ou inégaux ( * ) . 

Démonstration. — Chaque terme de R contient l'un 
quelconque des éléments 

a i, • » a i, 2 » ' * • 5 a i> 5 

qui forment la i ième ligne horizontale, et n'en contient qu'un. 
Par hypothèse, a ifi a ifl est la somme des termes de R où se 
trouve l'élément a ifi , et ainsi de suite. Donc 

R = a it{ a,-,, -+• a ttt cx.i ti 4- ... -H «/,» a/,» . 

On trouve de la même manière l'identité 

R = û lfi a,,f 4-tf»,,-a 2 ,/-4-. . 4- a n>i (x. n>i . 
Si Ton y fait 

ou bien 



(*) Cramer, /oc. «*i. — Cauchy, loc. cit., p. C6. — Jacobi, Det., G. Les identités 
qui résultent de ce théorème pour le cas de «=3, se trouvent dans Lagrange, 
Sur /« Pyramides, 7 {Mémoires de r Académie de Berlin, 177S). 
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on obtient des sommes qui équivalent aux déterminants de 
systèmes où tes éléments d'une ligne sont respectivement 
égaux aux éléments d'une ligne parallèle. Or ces détermi- 
nants s'évanouissent identiquement (§ II, 4). 

2. Pour multiplier un déterminant par un facteur, on 
multiplie par ce facteur tous les éléments d'une même 
ligne. Réciproquement, on peut placer devant le détermi- 
nant lui-même tout facteur commun aux éléments d'une 
même ligne. Ainsi 



1 . 




abc 




pa b c 




pa pb pc 


** 


p 


U\ b { c, 
a 2 bj Ci 


^zr. 


pa K b y i\ 
pa 2 b 7 c-i 


^zz 


<>x b K c { 
a 2 b 2 c 7 



C'est ce qu'on rend évident, en mettant le détermi- 
nant sous la forme a a -+- «i«i -f-a 2 a s> ou sous la forme 
a ce -h 6(3 -h cy. On a encore ' 



a b 
(h b { 
abc 
a b x c { 
a /; 2 r 2 



— a b 

— a \ b x 
i b c 
i b x c x 
i bt c z 



abc 




I I c 


a b c, 


=r ab 


I I c, 


a b c? 




I I c 2 



o. 



3. Si tous les éléments d'une même ligne sont compo- 
sés chacun de m termes, alors le déterminant peut se dé- 
composer en une somme de m déterminants. Si l'on sup- 
pose 

«i.i = /»i + fi -H *",-+-... , 

tfi.2 = />2-f- 7-"-h r * +-..., 



on aura 
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R = a iti a,,, -f- fl/, 2 «; # î + . . . -h a,> a/,„ 
= y», «i.i +/?» a/,2 -h • • • ~b Pu «i> 
-H<7« a/.iH-^J a M ■+" • • • *+" ?n %!,* 
-H ^i «i.i 4- *i a>*,i H- ... -h r » «i> 



>•£■ 



■»7 



Les divers déterminants dans lesquels R se décompose, sont 
formés de R en y remplaçant les éléments 



**«»! > ^/*2> 



par leurs parties respectives 



°i,n } 



p 


> />* 


» • • • > /*« 


» 




7' 


, <7, , . . . , <7„, 




r, 


, r,, . . , /•„, etc. 




par exemple, 






a -*-«', /ï, , *? 2 




a a x a 7 




a' a { a 7 


£-+-£', £,, *1 


= 


b b { bi 


-h 


b' b { b, 


c + f', c, , r 2 




c r, c 7 




C' Cy C X 



4. La valeur d'un déterminant n'est pas altérée, lors- 
qu'on ajoute aux éléments d'une même ligne respective- 
ment les éléments d'une ligne parallèle, multipliés par un 
facteur commun (*) : ainsi 

a + b p, b, c abc éJ^f- C 

a-\-b x p, b ly c t = a x b t c, -f- />- >#,V^, c, 
a -+- b 7 p , b 3 , c 2 a 2 b 3 c 2 b* b 2 c 2 

[voir 3 et 2), et le second déterminant est identiquement 
nul dans cette expression (§ II, 4). 



(*) JACOB!, Journal de Crelle, t. XXII, p. 371. 
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Exemples : 



x —ïa\;y — b 
x t —a, : jr t — b 



-a, y — b 



i x y 

i x, y, 
i .r 2 j 2 





i a b 


= 


i .z y 




i x, r. 



(§11,6). 



i, x K — a, y t 
1, x» — a, j 2 
I , a — «, b 
i , a: — a, y — b 
i, .r, — *, j, — £ 

8. Détermination du coefficient cn itk qui multiplie Vêle- 
ment a i9 i dans le déterminant R. — Pour ne conserver 
que les termes de R qui renferment a iyk , supposons nuls 
tous les éléments d'une des lignes qui contiennent a iiky 
k l'exception de ai yk lui-même. Substituons ensuite l'unité 
à la place de a l)A , et nous trouverons le coefficient cherché, 



«i,A = 




expression qui peut se mettre sous la forme d'un détermi- 
nant du degré n — i (§ TI, 5). Si l'on prend la i ième ligne 
horizontale pour première ligne horizontale, et la h ième li- 
gne verticale pour première ligne verticale, il se produit 
alors (ï— r-ij. -h (A — i) changements de signe dans a iyl 
(§ II , 4) ,*SXon a par conséquent 



«/.* — (- 



— iV+* 
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Par un procédé analogue, on déduit de R le coefficient 
qui multiplie dans R le produit ff/,*a r , en remplaçant a ifk 
et a rjt par l'unité, et mettant zéro à la place de tous les au- 
tres éléments contenus dans les lignes qui se coupent 
en a i9i et en <ï r>x . Ce coefficient se réduit à un détermi- 
nant du degré n — i -, et ainsi de suite. 

6. Détermination de a l)A par les permutations circu- 
laires. — Pour déduire de R un autre déterminant, égal 
en valeur absolue, et dont le premier élément soit <i ljjt , en 
se servant de permutations circulaires , il suffit d'effectuer 
successivement i — i permutations circulaires des lignes 
horizontales , et À — i permutations circulaires des lignes 
verticales, ce qui introduit 

(i — i +*— i) (n— '0 
changements de signe (§1,5). On a par conséquent (5) 



a,, 4 =(— i)(»-0('+*) 



rt i'+i,*4-i * • • &i+\,n a i-\-\,\ • • • tf|-H,#- 



a n,k+\ 



fl|-l,*+i 



Dans les déterminants de degré impair, les coefficients a, k 
peuvent se déduire de a 1)t par des permutations circulaires, 
sans changement de signe. On a, d'après cela, pour la 
formation des déterminants par voie récurrente, 



abc 




*,*, 




b 2 c 2 




b c 


a x b x c x 


= a 




+ «i 




+ a 2 






« 


b 2 c 2 




b c 




b x c t 


a 2 b 7 c 2 















90 
et 

a b c d 
n x b s c x d t 
a^b-i r, d., 
a ?i b z c, </, 
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l>xC x tl x 




b t c 7 d. 




b* c s d> 




z=z a 


b 2 r 7 d. 
b, c, d. 


— ". 


b 3 Ci <h 
b c d 


-f- n. 


b c d 
b { c, d t 


— ":. 



b c d | 
b, c, d t j • 
b 7 1\ d t | 



7. Détermination de a ijk par la différent iation. — Si 
les éléments d'un système sont indépendants les uns des au- 
tres, il suffit, pour différentier R par rapport a a l)jt , de con- 
sidérer seulement la somme a^ k <x ifk . Or a l>Â est indépen- 
dant de a^i ; par conséquent 






= «/,»(*)• 



Le coefficient de a ijk dans R peut donc s'exprimer par le 
quotient différentiel parliel 



dK 

da itk 



Le coefficient de a,,* a rjS dans R entre dans a l>Â comme 
coefficient de a, v , et peut en conséquence s'exprimer en 
différentiant oc,^ par rapport à a rj , , ce qui donne 



De ce coefficient on peut déduire celui de a,.^ « <>jr dans R, 
en échangeant entre eux les premiers indices i et r, c'est- 
à-dire en échangeant la i irme ligne horizontale du système 
donné avec la r ihn '\ Par là, R subit un changement de 



(*) Jacobi, Del., (>. 
( **) Jacobi, Dct., 10. 
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signe ; ou a donc, pour le coefficient cherché , 



da r> k da iiS 



da it k da ri 



On déterminera d'une manière analogue le coefficient 
de a iy i a r ^ s a UfV dans R. On trouve en même temps des rela- 
tions entre les troisièmes dérivées partielles de R. Et ainsi 
de suite. 

8. Si les éléments du système, qui portent les mêmes 
indices dans Tordre inverse, tels que a iih et a*,,-, dépendent 
l'un de Pautre, il en est de même aussi des déterminants de 
degré m , 



P = 



a it r 4i, s ?u • • • 



et Q = 



<*s,i <*s,k <*,,/. . 

<*t,i ttt.k <*t,l* . 



dont l'un se forme au moyen de l'autre en permutant la 
suite des premiers indices avec celle des seconds. 

I. Si, en particulier, a^ = a ifk , alors on aQ = P, car 



P = 



«r,i «5,1 «/.* • 
(*r,k *s,k <*t,k- 
<*r,l o St i a t j. 



<*r,i <*r,k <*r,h • • 

fs,i <*s,k «*,/• . . 
at,i 0t,k ftt.i- - • 



(* "> 3) 



II. Si Ton a a kji ="— a ifi , *,„ = o , alors Q = (— i)-P. 
En effet, en multipliant chaque ligne verticale de P par — i , 
et par suite (2) P par ( — i) m , il vient 



(— i)-P = 



a r ,i <*s,i a t>i . 

<*i,k <*s,k O t ,h 
<*r,l «s,l <*/,/* 



<*s,i <*s,k <*s.l- 



(§H,3). 
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Si la suile des indices r, $, f,. . . est une permutation 
des indices l 9 A, /, ... et que m soit impair, alors Q est, 
non-seulement = — P, mais aussi = -f-P (§ II, 4), et, 
par suite, le déterminant est identiquement nul. 

9. Théorème. — En désignant, comme ci-dessus, par R 
le déterminant 

«M • • • «l,i 



a n.\ • • . a n> , 



et par <x iik le coefficient de a iyk dans R, on a, dans l'hypo- 
thèse de a kfi = a ijk , 



ï dR 
*i,k = a*,i = 7 3r~ ( )} 



*i,i = 



2 <&,-,* v "«, 
rfR , 



Au contraire, on a, dans l'hypothèse de a*,* : 
de a,.,,- = o , 

R = (- ï/ R, «,-,*= (- i)—» a*,,-, 

et par suite, pour n pair, 



■«,-,* et 



«/,* = — <**,« 



ï clR 
i da ipk 



«i.i = o , 



et pour « impair, 



R = o(**), %i,k=*k.i. 

Démonstration. — Les. propositions énoncées relative- 
ment à R et à a ifi résultent des propriétés de P et de Q 
trouvées dans l'article précédent (voir 6). On a de plus, 



(*) Jacobi, Journal de Crelle, t. XII, p. 20. 
( ** ) Jacobi, Journal de Crelle, t. II, p. 35/j . 
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en verlu de la dépendance entre les éléments correspon- 
dants a iyk et a lfi (7) , 

dR da k ,i 

da it k da itk 

Mais, d'après la première hypothèse, on a 
dak,i 





^T*"" 1 ' 


*k.i = a/ 


,*> 


et par suite 










dR _ 
da itk 


2 a,,*. 




En vertu de la seconde hypothèse, on 


a 




dak.j _ 
da it k 


" * > 





et par suite (7) 

</R 
da itk 

Pour /i pair, — a kfi = <x ifk -, par conséquent 

dR 

~ = 2a/,*- 

Pour zi impair, - — s'évanouit identiquement, comme R 
lui-même, et l'équation 
dR 



■ «/,* — *k,i 



deti,k 
donne le résultat déjà obtenu , a #) * = oL kji . 

10. Différentielle d'un déterminant. — Si tous les élé- 
ments du système doivent être considérés comme des varia- 
bles indépendantes, alors, en vertu de l'équation (7) 

dR 

-i — = a/,*» 
dai,k 
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on a, pour la différentielle complète, 

les termes de cette somme se déduisant de <x i}k da i>k ^ en rem- 
plaçant i et h successivement par tous les indices depuis i 
jusqu'à n. 

Soient, par exemple, y x y y t , . . . , y n des fonctions de x ; 
désignons le h ieme quotient différentiel de jr t par y iik ; for- 
mons le déterminant 



R a = 



jr. y* 
y\,\ yi,\ 



.y* 
' • yn,\ 



y \,n—\ y-i,n—i • • • yn,n—\ 



et désignons par y i}k le coefficient de y iyk dans R n . On a, 
d'après la formule que nous venons d'établir, 



dx **à ' dx 



i,k 



La somme (1) 

il.* ji^t-i -+• **,* y*,k+\ ■+■ • • . -f-i«,* y n ,k+\ 

s'annule pour toute valeur de k inférieure h n — i } il 
reste, par conséquent, 

i 

H. Théorème. — Si Ton a R= 2 ±«i,i a îjf . . .# njn et 



(*) Jacobi, De/., 6. 

(**) A bel, Journal de Crelle, t. Il, p. 22. — Malmstén, Journal de Crcllc, 
t. XXXIX, p. 91, 
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que a iyk désigne le coefficient de a i}k dans R; si de plus 
B = 2 =t b XjX i M . . . &„_,,„_!, et que (3^. soit le coefficient 
de l'élément b iyl dans B ; si enfin on forme au moyen de B 
de nouveaux déterminants B,, en remplaçant les éléments 
de la première ligne verticale b tjl , è t>1 ,. . . , b nm _ lyi par les 
éléments a,,,-, a tji9 . . ., a n _ lyh on aura identiquement 

•a,,, B,-ha„,, B 2 -h. . . -+-a JI ,.B - = o(*); ■ 

Démonstration. — D'après (i), on a les identités 

*l' «im «1,1 -h«"n,2 «1,2 + ...+a M fl i,« = <*» 

a«,i «2.1 H-«n,2 «2,2 -t- . . . -+• a*,* «2,« = o, 

<*»,! «ii-i.i "+■ a/i,2 «n-i,2 -h • • • "+* *n t » a n-l,n — O . 

En multipliant ces équations respectivement par les 
quantités 

et faisant la somme des équations ainsi obtenues, la quan- 
tité a njl aura pour coefficient, dans cette somme, l'expres- 
sion 

B,- = a lti p M -4- a 2>i p,,, -+-...-+- «„-!,,- p rt _t,i , 
qui se déduit du déterminant 

B = £,,, p,,, -f- ^2,» ^2,1 H- ... -h £/i-i,i p/i-u»> 

en remplaçant les éléments i ljt , fe 2jl ,..., £v_i,i parles 
éléments û,,,-, a fjl -, . . . , a n __ ui . 



(*) Bczout (Équations algébriques, 1779, § 220) a indiqué les cas les 
plus simples de cette identité. 
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Exemples. — En écrivant, pour abréger, 



au lieu de 



(abc 









abc 




a 


b 












9 


<*\ b x c, 




o x 


b> 




a 2 b 2 c 7 





( abcd) , . . 

a b c d 

a x b x c t d t 

a, b 7 c 7 d t 

«3 b 3 c 3 di 



on a 



(bc) (ad) + (ca) (bd) -h (ab) (cd) = o (*), 
(bcd) (aef)-(cda) (bef) -f- (dab)(cef)— (abc) (def)=o, 
(bcde)(afgh)+(cdea)(bfgh) + (deab) (cfgh) 

-h (eabc) (dfgh) -+- (abcd) ( efgh) = o , etc. . . . 

Remarque. — Les propositions géométriques correspon- 
dantes (voir ci-dessous, § XVI) ont été établies par Monge, 
1809 (Journal de V École Polytechnique, XV e cahier, 
p. 68), et, depuis, par Mcebius (Baiyc. cale, §§ 166 et 171). 
Le théorème précédent est contenu dans la décomposition 
générale du produit de deux déterminants, que Sylvesler 
a donnée (Philos. Mag., i85i, t. II, p. \^i\ compar. i85a, 
t. II, p. 342), et dont Faà de Bruno (Journal de Liouville, 
t. XVII, p. 190) a publié une démonstration très -simple. 

§ IV . — Décomposition d'un déterminant en une somme 
.de produits de déterminants partiels. 

\ . Théorème. — Partageons les lignes horizontales d'un 
système donné de n* éléments en groupes, dont le premier 



(*) Cette identité se trouve déjà, d'après l'indication de Vandermonde 
{lac. cit., p. 527), dans les Mémoires publiés par Fontaine, 1764 (au com- 
mencement de sa Seconde méthode du calcul intégral, p. 90) . 



THÉORIE DES DÉTERMINANTS. 27 

contienne les a premières lignes horizontales, le deuxième 
les (3 suivantes, le troisième les y suivantes; et ainsi de 
suite, de sorte qu'on aita-r-(3-f-y-f-... = rc$ 

Formons , avec une combinaison quelconque de a lignes 
verticales du premier groupe (rangées suivant Tordre ascen- 
dant), le déterminant À de degré a; 

Parmi les lignes verticales du second groupe, laissons de 
côté les prolongements des lignes verticales qui entrent 
dans A, et avec une combinaison quelconque de (3 des lignes 
verticales restantes, formons le déterminant B de degré (3$ 

Parmi les lignes verticales du troisième groupe, laissons 
de côté les prolongements des lignes verticales qui entrent 
dans À et dans B, et formons, avec une combinaison quel- 
conque de y des lignes verticales restantes, le déterminant 
C de degré y } et ainsi de suite ; 

Parmi les lignes verticales du dernier groupe , laissons 
de côté les prolongements des lignes verticales qui entrent 
dans À, B, C, . . . , et formons, avec les lignes verticales 
restantes, un déterminant de degré n — a — (3 — y.. ..En 
formant le produit ABC ... de toutes les manières possibles, 
et donnant aux divers produits le signe -+- ou le signe — , 
suivant que la série de tous les seconds indices est une per- 
mutation des seconds indices donnés appartenant à la pre- 
mière ou à la seconde classe; la somme de ces produits est 
égale au déterminant donné (*). 

Démonstration. — Un produit tel que ABC. . . renferme 
ceux des termes du déterminant qui se déduisent du terme 
principal 

en laissant invariables les premiers indices, et partageant 
au contraire les seconds indices en groupes (rangés suivant 

(*) Jacobi, Det,, 8, d'après Laplacc, loc. cit., p. 39/1 . 
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Tordre ascendant) de a, /3, y,. . . indices, et permutant les 
indices dans chacun de ces groupes. Si l'on effectue le grou T 
pement de toutes les manières possibles, et aue l'on permute 
chaque fois les indices dans les divers groupes, on obtient 
toutes les permutations des seconds indices donnés. La 
somme de tous les produits ABC. . . comprend par consé- 
quent tous les termes du déterminant donné. 
Le déterminant A peut être composé de 



(i) 



n(n- 



..(«. 



manières différentes, puisque c'est là le nombre des combi- 
naisons de n indices pris aka. Pour chaque déterminant A, 



on peut former 



p 



a )dé 



éterminants B différents , puis- 



que c'est là le nombre des combinaisons (3 à (3 des n — a 
indices restants. Pour chaque produit AB, on peut former 

déterminants C différents, et ainsi de suite. 



(-,-') 



Par conséquent, on peut en général former 

I n\ (n— a\ In — a — f*\ 1.2... n 

W \ P / \ 7 /' ~~ ,.2...a.i.2...p.i.2... 7 ... 

produits ABC. . . , dont la somme compose le déterminant 
donné. On retrouve, en effet, le nombre des termes du dé- 
terminant (1 .2. . .«), en multipliant le nombre des pro- 
duits ABC. . . par le nombre des termes d'un tel produit 

(i.2...a.i.2...(3.i.2...y...). 

FXEMPLE I 



a a s a 7 a% 
b b, b 7 b> 


= 


a a x 
b b x 




c 2 c 3 


— 


a tr 2 

b b. 




C\ Ci 

d x (h 


-h 


b b, 




c, c 2 

(il (il 


c r, c-i c 3 
d <7, r/ 2 r /, 


+ 


b { b, 




c r 3 
dd, 


— 






c r 2 
d d. 


4- 


b* b, 




c c t 
dd x 
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La, décomposition d'un déterminant du n iè,ng degré en une 
somme de produits formés chacun d'un déterminant du 
i c degré et d'un déterminant du (n — 2 ) ,èm<î degré se. trouve 
traitée avec développement par Jacobi (Det., 9 et 10). 

2. Lorsque les éléments du système donné, qui ont i li- 
gnes verticales et n — /lignes horizontales communes, s'an- 
nulent, le déterminant se réduit au produit d'un détermi- 
nant de degré i par un déterminant de degré n — i (*) 



a lti a, ti+l . 



<*y. 



o . . . o a i+l 



l-H.l'-H • * ' ff M-l,i 



#1,1 • • • ■ f|,i <ï 1-4- i,i4-i • • • a M-i,n 



a iA . . . a iti a„ ti . 



,,-4-1 . . . u Hta 



Si Ton partage en effet le déterminant donné en une 
somme de produits de déterminants du ï eme et du( n — i) ième 
degré, en réunissant dans un même groupe les n — /lignes 
horizontales désignées dans l'hypothèse, et dans un autre 
groupe les 1 lignes horizontales restantes, parmi les déter- 
minants de degré n — 1 que Ton aura à former, un seul 
sera différent de zéro. 

3. Si Ton désigne en général par 

* > §">•••> r » *»•••> 

deux permutations de 1 , 2, . . . , n ; f, g, . . . et 1, ft, . . • étant 
des groupes de m indices, tandis que r, 5,. . . et m, *>, . . . 
désignent les n — m indices restants \ le déterminant de de- 



(*) Jacobi, Dct., 5. 



3o 

gré m 
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a f,i a tf • 

a e.i a /r,k- 



s'appelle un (n — m) iemê déterminant partiel \ par rapport 
au déterminant de degré w, 



R = 



(*)• 



Le coefficient de ce déterminant partiel dans R peut se trou- 
ver en remarquant que Ton a 



a f.i a M * • • û f' u °f' v ' 

<* g ,i a g ,k- • • a giH a %tV 






*r,u u r,v 



O s ,u <* StV 



= iR, 



s désignant l'unité positive ou négative, selon que les per- 
mutations données appartiennent ou n'appartiennent pas 
à la même classe (§ II, 4). En décomposant e R en produits 
de déterminants de degré m et de degré n — m, on obtient, 
pour le coefficient du déterminant partiel 



a f,i <*M" 
a g.i a g>k- 



(*) D'après la dénomination adoptée par Jacobi, Journal de Crelle, t. XXVII, 
p. 20G, et t. XXX, p. i3G. Comparez avec les systèmes dérivés do Cauchy, 
loc. cit., p. 96. 
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dans e R, le déterminant partiel 



;ii 



Le coefficient cherché est donc, e ayant la mémo significa- 
tion que ci-dessus, 



<*r,u a TiV . 



expression qui coïncide avec le coefficient du produit 
a^a^..., dansR (§111, 7), 



«*'R 



<laj t ida gtk . . . 
4. Le développement du déterminant 





fl,., + 2 


«i.i 


«I.H 


/(*) = 


«;,i rt,, 2 -bZ. • . 


«2,/I 




««,1 #n,J 


«/!,* "f- ^ 


suivant les puissances de z donne 




R n -+- z ^R^, -+-2 2 2)R w -2 -4- ... -H «"-' ^ 


l'expression 






«i,i "/,* • • • 




R»» = 


«*,i «M • • • 













étant un déterminant partiel du degré m, dont la diago- 
nale est fopmée d'éléments appartenant à la diagonale de R„ , 
et 2R m désignant la somme des déterminants qui se dédui- 
sent de R /n en remplaçant les indices /, &,. . . , par toutes 
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les combinaisons différentes des nombres i, 2,..., rc, 
pris m km (*). 

Démonstration. — On aperçoit immédiatement que le 
premier terme R n coïncide avec f (o), et que le dernier 
terme est bien z n . Les termes du développement qui con- 
tiennent z m résultent des termes du déterminant f(z) dans 
lesquels il entre m éléments quelconques de la diagonale. 
En désignant maintenant par z, A, . . . une combinaison 
quelconque (rangée suivant Tordre ascendant) de m in- 
dices de la suite 1,2,..., n 9 et par r, 5, . . . les indices 
restants, on a (§ II, 4) 



/(«) = 



f (z) étant mis sous cette forme, on reconnaît, par le théo- 
rème 1, que le développement du produit 




a ifi -h z a it k . 



a r>r -\-z a r>s . 
<*s,r a s, s ■ 



forme une partie du développement cherché du détermi- 
nant f[z). Le développement du premier facteur suivant 
les puissances de z se termine par s m , celui du second fac- 
teur commence par 



(*) J.YCOB1, Journal de Crelie, t. XII, p. i5. 
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Par conséquent 

a r,r a r ,s • • 
<*s t r <*s,s • 



est la forme générale d'un des termes du développement 
cherché, qui contiennent z m . En remplaçant les indices 
i, A, . . . par toutes les combinaisons possibles m à m des 
nombres de la suite i, 2,. . . , n, et par suite r, 5, . . . par 
toutes les combinaisons possibles n — mkn — m des mêmes 
nombres, on obtiendra tous les termes def(z) qui contien- 
nent z m en facteur. 

§ V. — Des. déterminants ordonnés suivant les produits 
des éléments de deux lignes qui se coupent. 

i. Théorème. — En. désignant par R le déterminant 
2 ±: a ifi a 9ti . . . a„ ?n , par R' le coefficient de l'élément a r ^ s 
dans R, et par a iyt le coefficient de l'élément a iit dans R', 
on a 

R = a, tS R' — 2 d "r* a u* */.*• 

i,A 

On obtient les différents termes de la somme en faisant (*) 

1 = 1, 2,... , r— 1, r-M,..., /z, 
* = 1 , 2,..., s — 1, $ -f- 1 , ... , 71 . 

Démonstration. — Les termes du déterminant R con- 
tiennent ou bien l'élément a r>0 ou bien le produit de deux 
éléments appartenant aux lignes qui se coupent suivant a ryS , 
par exemple, le produit a tfk a if ^ h désignant un indice 
quelconque différent de 5, et 1 un indice différent de r. La 



(*) Cauchy a donné un cas particulier de cette formule (Journal de 
VÊcole Polytechnique, XVII e cahier, p. 69). 

3 
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somme des termes de R qui contiennent a riS est par hypo- 
thèse « r} , IV. Le coefficient du produit a,.^ a i)S dans R est 
d'ailleurs égal et de signe contraire au coefficient de a r9 , a ifl 
daïis R (§ III, 7), et par conséquent égal et de signe con- 
traire au coefficient de a ijk dans R'. Donc — a iyk est le coef- 
ficient de « r> x a i$s dans R. 

Corollaire* — D'après les notations précédentes, le coef- 
ficient de l'élément a rik dans R est 

— 2*1.1 "''*' ( £== ■» *•' • ' r ~- '♦ r+ ''• • • ' *)' 

i 

De même, le coefficient de a^ s dans R est 

— 2* r '* a ''*' (* = '» 2 '* * * » * "" f> * + l n )' 

k 

2. Si le système des éléments donnés est symétrique, de 
sorte qu'on ait a i>f - = a 4 - )A , et que R' soit le coefficient de 
l'élément a rjl . dans R, et <x ijk le coefficient de l'élément a iik 
dans R', on trouve (i) 

R = a r>r R' — Jï a r>i a r ,k a,,*. 

Les termes de la somme répondant à des valeurs inégales 
de i et de /r, sont, dans ce cas, égaux deux à deux, puisque 

« w = a,. 4 (sm,8). 

Exemples : 



= flflf,û J — ab] 3 —a x b\ 7 — a 2 b\ K -+- nb 0l b 07 b t2 . 



\a b 9l b 9i b„ —a{a x atai — a x b il — a i b\ z — a z b) 1 '\-7.b X7 bHbn) 
' *,,«. b t2 b t , — b] t (a,*,— b\ 3 ) - *:,(«,«, — *,,)- ^,(«i«.— *ÏJ 
\b a2 b...a 2 b 73 -t-2b ol bn(tiib n — b lz b n )-t- ib 0l b 0S (a 2 bu — b l7 b 23 ) 
.th z b {i b^a 2 -¥-2-b ù7 bn(a { bn— b u b lz ). 



a 


b„ 


b„ 


b„ 


a, 


b„ 


b„ 


b„ 


a, 



o a b c 
a o c, b 
b c, o a 
c b, a, o 



=a 7 a\ + b'b]-\-c*c] — 2aa x bb x — 2aa x cc x — zbb x cc x 
= (aa x -\-bb x — cc x ) 2 — ^aa x bb x 
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Comme cas particuliers , on a 

o a b 

a o c = labc. 

b fo 
3 a l 
% o c 
b c, c 

p b x c 
= — {yfââx -H V^i + ^) (Jaa t + sfbb x — y 7 "^) 

X [slaâx — yfbFi-h V«?i)(— ft + ^ + ^). 
o i i i 

i oc ô = a 2 -|- fc 2 -h c 2 — 2a6 — 26c — %ac 
i c o a z=z[a-\-b — c) 2 — /±ab 
i b a o 

= — (V* -+- V* + v 7 *) ( V* -*- V* — V*) (v 7 * — V* h- v^) 

X (—>/* + ^ÏH-^c). 

§ VI. — Z)e$ produits de déterminants. 

1. Théorème. — Formons, avec deux systèmes donnés 
d'éléments , 

Kn • • • y bt.py 



°\,19 • • •» a l,pi 



w n.i » • • • y **n,p j 



et 



£«,!» • • 1 ^B,yi, 



un troisième système d'éléments , 



C l,\ 9 • 



^n,l > • • » y Cn,n y 



de telle sorte que le k ième élément c <)Jt de la i ième ligne hori- 
zontale s'obtienne en multipliant les éléments de la i ième 

3. 



■■ < 
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ligne horizontale du premier système 

respectivement par les éléments de la k ièm * ligne horizon- 
tale du second système 

et faisant la somme des produits, ce qui donne 

Ci.k = «i.i bk, x -+- tf/, 2 £*,, -+- . . . •+- a itP bk,p- 
Désignons par R le déterminant de ce système 

Formons , au moyen d'une combinaison de n lignes ver- 
ticales quelconques du premier système^ le déterminant P, 
et au moyen de P, par le changement de a en b , le détermi- 
nant Q, dont les éléments appartiennent au second sys- 
tème. En formant la somme de tous les produits PQ pos- 
sibles, on a 

r = Ypq. 

Quand p =. n, R se réduit au produit unique PQ. Quand 
p < n , R est identiquement nul (*). 

Démonstration. — En faisant prendre à chacun des in- 
dices indéterminés r, s, *,. . . successivement les valeurs 
i, 2, . . . ,p, alors, par hypothèse, le terme principal du 
déterminant sera 

Cx,x C 7>7 . ..C n , n = / S *'- r bx > r ) ( S * 2 ' bl ' s ) ( S " 3 *' ^ 3 ' Y ' ' 

=r ^ flf i,r«2,,«3,^ • b ifr b 2tS b it t 

(*) BiRBT et Calchy (dans des Mémoires publiés en même temps, Journal 
de F École Poix technique, XVI e cahier, p. 286, et XVII* cahier, p. 81 et 
107) ont déduit cette proposition de la considération des cas particuliers 
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De là on déduit les autres termes de R, en permutant les 
seconds indices des éléments c, les premiers indices de- 
meurant immobiles. Or, dans cette opération, les premiers 
indices des éléments b sont seuls permutés sous le signe 
sommatoire, tous les autres indires n'éprouvant aucun 
changement. Par conséquent on a 

R= 2^ ( a i,r a *,s <**,e • . ? Â dbb lt r b 7)S b 3tt :. . ) 

r,j,f,... 
r,i,l,... 

Le déterminant Q s'annule lorsque deux des indices r, s, 
t, . . . sont égaux entre eux (§11, 4). On obtient donc tous 
les termes de la somme à former, en remplaçant /y,f,..., 
par tous les systèmes de valeurs de n indices différents 
pris dans la suite i , 2, . . .p. 

Si l'on a maintenant p <^ n, alors R = o. Car, parmi 
les indices r, $, t , . . . , dont les valeurs doivent être prises 
dans la suite i , 2 , . . . , p, et qui sont au nombre de n , il 
faut qu'il y en ait quelques-uns égaux entre eux; par con- 
séquent, pour toutes les déterminations possibles de r, 5, 
t y . . . , on aura identiquement 

Q = o. 

Si p = n, alors on ne peut prendre, pour système de va- 
leurs des indices r, £,£,... , que les diverses permutations 
de i, 2, . . . , n r parce que, pour tout autre système de va- 
leurs, Q serait identiquement nul. Or, par la permutation 
des indices r, 5, t, . . . , Q se changera soit en Q, soit en 
— Q (§ II, 4) } par conséquent, la somme désignée par R 



qu'avaient donnés Lagrange (Mémoires de V Académie de Berlin, 1773, 
p. 285) et Gauss [Disquis. arilhm., 157, i5<), 268, I^r Voir Jacobi, Det., i3 
cti/«. 
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contient tousles termes du déterminant >? ~ ai >* a *,8** ,a n,n> 
multipliés par le facteur Q -, c'est-à-dire que Ton a 



R = 



«l,l • • • <*\,n 



a n,\ • • • <*n,n 



*.,.... *.. 



&n,|. • • h n 



Si p^> n,on peut prendre d'abord pour systèmes de va- 
leurs des indices r, $ , £,..., toutes les combinaisons n k n 

des nombres i, 2,. . ., p. On trouve sinsi y ) termes de 

la somme cherchée , d'où l'on peut déduire tous les autres 
en remplaçant chaque combinaison r, s\ f, . . . par ses di- 
verses permutations. D'après les remarques qu'on a faites 

pour le cas des p= n, chacun des y \ termes, joint à 

ceux que l'on en déduit, forme le produit de deux détermi- 
nants PQ. On a donc I 



»-2 



«l,r «M a \,f 
a-i,r <*î,s <**,t- 
<*Z,r <*z,s Q-S.t- 



b\, r b XfS b lf( . . . 
bi,r b, âS b ijt . . . 

03, r b 3 ,s "3,1' • • 



où Ton prendra pour les systèmes de valeurs r, s , t , . . . , 
toutes les combinaisons n à n des nombres de la suite 



i, 2, 



Exemple. — En posant 



ct,k = <*i,\ bk,\ ■+• *i,i bk,7 -h a it3 bk, 3 , 



on a 



<?!,! <?i,a <?!,3 C M 

^2,1 ^2,2 C 2,3 ^2,4 

^3 I ^3,2 *3.3 ^3.4 

^4,1 C i,2 ^4,3 C 4,4 
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et 



*"l.l ^1,7 *M,3 

<*?,i c 2,a c *,3 

C 3jI **3,2 C 3,3 



., 


«1,2 «1,3 




5,1 


«2,2 «2,3 




3, 


«3,5 «3,3 





^1,1 h\.7 b {>% 

£j,l ^2,2 ^2,3 
^3,1 £3,2 £3,3 





Ct,7 


' = 


«1,1 «1,2 
«2,1 «2.2 






6 
b 


,2 
Î.2 


-+• 


a 


i,t «1,3 
2,1 «2.3 




K 
K 


^2,3 




+ 


«1,2 «1,3 




^1.2 ^1,3 














«a 


,2 


"a.i 




b, 


,2 ^2 


, 3 











2. Si , en particulier, les éléments b sont respectivement 
égaux aux éléments a marqués des mêmes indices , alors 
le système des éléments c est symétrique 5 c'est-à-dire 
qu'on a 

ci,k = Ck,i = «1,1 «/.. -H «1,2 «*,2 4- . . . -h a itp ak, p , 

et par suite 



■ • Cn,n 



=2 



«l,r «1,, «i,r- 

«2,r «2,* «2,f • 
«3,r «3,* «3,r 



en prenant successivement pour systèmes de valeurs de 
r, s, £, ... toutes les combinaisons n h n des nombres 
1,2,..., p, et faisant la somme des résultats. 

Tant que les éléments a sont réels, le déterminant 

51 — Ci,i ^2,2- • >c, hn est positif, et ne peut s'annuler que si 

le déterminant 

«i.r «i,j «i,f • • 



«!.r «3.* «3,f • 
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est nul pour toutes les combinaisons r, $,/,.. . (*). Le cas 
particulier 






A* 


r 


z 


*« 


ri 


Zl 


.*•* 


r« 


z 2 



XiX i -hy l jr 7 + z i z 3 



avait déjà été trouvé par Lagrange (Sur les Pyramides , 3). 

3. Le produit de deux déterminants P et Qde degré n 
est un déterminant R de même degré, que l'on peut écrire 
sous quatre formes, en général différentes entre elles (**), 
en composant chacun de leurs éléments soit avec une ligne 
horizontale de P et une ligne horizontale de Q , soit avec 
une ligne horizontale de P et une ligne verticale de Q, soit 
avec une ligne verticale de P et une ligne horizontale de Q , 
soit enfin avec une ligne verticale de P et une ligne verti- 
cale de Q. Si Ton pose, en effet , 



P = 



Q = 



b.,\ . . . b x , n 



on a, d'après le théorème \ , 



R = 



c \,\ • • • c \,n 



l n,\ • • • **n,n 



PQ, 



en supposant que Ton prenne 



ct,k = "1,1 ^.1 -h tf/,2 h kA -+- . . . 4- a itR b kn% 



(*) Jacodi, Del., i3. 

(**) Càuchy, loc. cit., p. 83. 
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On a par conséquent 



4i 



«1,1 • • • «i,« 



*«,!•- -«rt,/! 



*m. • • *i,« 

*n,f ••*«.« 



«t,i*i,r+...+«i, n *,,n, fl|>j ) . + ...+fl|, n t M ,..., «i,| **!+.«. +«i,n*«,r. 
«»,l*l,i +•••+«*,«*!,/., «2,i*2,i + ...+«5,«*2,nvM «iM*n,l+."+«V»*'M» 



«n.l*i,i + «..+«ii,n*i,n> «n,i *ï,i + ...+«n,n*2,nv> «n,i *n,i + •••+««.**" 

D'après la règle de formation que nous venons de donner, 
on a encore 

a lA . . . a l>n * M . . . b n>x 



*i. B - • • *n 



«n,t • • • «n,n u \ t n- • • "n,» 

«1.1*1,1 + • • • + «i,n*/i,i, • • • > «1,1 *!,« + • •■ -"h «i,n*/i,/ 

fl B( i^i + . • • + « n , n *„,i, • • • , «n,i *»,*+• • + «/i,n*/i,r 



«»,t. • -«n,t 



«»,n- • •««,« 



*i,i- • • *i,, 



b n ,\* • à n>n 



«i,i*i,i + * • .+« n ,i*i,,,,. • • , «i,i*n,i + . • - + «/i,i*im 
«1,11*1,1 -h. • . + ««,n*i,m • • •> «i.!i*ii,i + • • - + «/i,n*/i,n 



«i,i • • • «n,i 



*!,«• • •«*«,« 



*I,|. • • *«,! 



*!,». • *» 

««,1*1,1 + . • . + «i,n*i,«,. • • , «i,i*n,i+. • . + «i;«*n^^-v 

4 ••••••' •••••••••••••• • » ■»••• 

«n,l *!,! + • • • + ««,n*i,n, • • • , «/i,i */!,! + • • •+#*,* */i,n 

Les déterminants qui entrent comme facteurs dans les 



VI. 
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premiers membres de ces égalités, ne sont autre chose 
que P et Q (§ II, 3). Donc les déterminants qui for- 
ment les seconds membres ne diffèrent point de R, c'est- 
à-dire qu'oïl a 



«l,!"« « -tfl.1 



(*n,\ » » » a n,n 



£i,i- • • b u , 



b n ,\- • >bn,> 



*,,|. • ^C^, i 



u «,l • • • «-B.n 



<?/ * désignant l'une quelconque des quatre sommes 
<*,,\ bt,t -h tfi,2 bk,i -4- ... -h fl,-,„ £*,„ , 

«iM^I,* -+"«/, 2 ^2,ft + • • • "4- «f ,« A»,* 9 

ai,ibk tl -+-a 2> ibk,2-h. . . -4- ff,,,* #*,„ , 
#i,« ^i,* 4- «2 f i ^2,* -h ... 4- «„,, £„,*. 

4. Ze produit d'autant de déterminants quon voudra 
est un déterminant dont le degré ne surpasse pas le plus 
élevé des degrés donnés, et dont les éléments sont des fonc- 
tions rationnelles et entières des éléments donnés (*). En 
effet, si lés degrés des déterminantsdonnés ne surpassent pas 
le n ième j on pourra mettre tous les déterminants sous la 
forme de déterminants du n ième degré, et alors, d'après la 
règle (3), multiplier le premier par le second, le produit 
par le troisième , et ainsi de suite. 

D'après le § II, 6, on a 



fl i. 



• «i,m 



&m,\ • • • &m,m 



«1,1 • • #i,/i 



» si chacun des éléments a i)k , pour i r > m , est égal à zéro ou 
à l'unité, selon que A 5?/, les autres éléments non donnés 



(*) Jacobi, Det., i3. 
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restant indéterminés. On a par suite 
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. «i.« 






«1,1. 



»n,f • - u n,n 






£/i, l • • • ff «#n 



en supposant 

*i.* = «i,l ^*,t "h «i,î 6*,j -+-... H- «/,„ &*,*• 

De cette somme il ne reste, pour i*^>m, que les termes 

àk,i -f- «i,i+! ^*,*+i -+-...-+- a i>n bk, n * 
Si les éléments indéterminés sont tous nuls, on a 

Ci, à = «i,i bk,\ -+- «,,, &*, 2 4- ... -h «i,« &*,m j 

ce qui, pour * > m, se réduit à b kji seulement. 
Exemple : 

ap+bq, a p x -\-b *,., c, d" 

«i/?-+-^i«, «i/?i-h^i«n ^i» ^i 
a 2 p-\-b 2 q y a 2 p { -+- b 7 q n c 2 , d 2 
a 3 p-t-b 3 q, a 3 p { ■+- b 3 q lf c 3 , «*, 

5. Théorème. — Soient 

Q=2± *,..*,.,... A..., 
en supposant 

c i,k = «i,i ^*,i "+■ «, j2 A*,2 -+-...+ £*,-,„ A*,„ , 

de sorte que PQ = R(1)} soient de plus « 1 -,* > j3 l y,y < - >i les 
coefficients de «,,*,&,,*,£,,* respectivement dans P,Q,R: 



a b c d 








a t b { c, d x 




P ? 





a 2 b 2 c 7 d 2 




Pi y* 




« a b 3 r 3 d 3 
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on aura 

7a = a «',t P*,i + «i,» P*,2-4- • • • -ha,-,,, (U,« , 

et si en particulier b ifk = a iyi , 

Démonstration, — Le coefficient de a iyr dans PQ est, 
d'après ce qu'on a supposé, a,,.Q, Gomme on a de plus 
(§MI,1) 

R =2«V.* 7m> (j = i,2,. ..,*) 

5 

= ^ («1,1 ^,1 + a i,i bs,* -h ... 4- *,> #,,«) 7/,* i 

il s'ensuit que ^ b Sir y iiS est le coefficient de a ljr dans R. 

s 

Or on a PQ = R 5 par conséquent 

s 
Q 2 *T.P*.r = 2 ** l " P*" = 2 (*'* 2 *«" P»") • 

La somme V ^,rP*, r > dont les termes répondent aux va- 

r 

leurs r = 1 , 2 , . . . , n , s'annule toutes les fois que 5 est 
différent de #, et a pour valeur Q lorsque $ = À* (§ III, 1). 
Il ne reste donc, de la somme totale, que le terme y,-,*Q, 



(*) Calciiy, loc. cit. t p. 90. — Comp. Joachimsthal, Journal de Crellc, 
t. \L, p. /|fi. Ce théorème est renferme dans le théorème général ( 1 ). 



de sorte que 
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S a< > P*' r = T»*' 

r 

Exemple. — Si l'on a 
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abc 




l m n 




r s t 


a x b x c, 




/, m, /?, 


= 


r, 5, r, 


a-i b 2 Ci 




l-x m 2 n 2 




r 2 *, / 2 



en vertu des équations 

r •==. al -\- b m -\- en, 



si de plus on désigne les coefficients de a ,&,...,/, m, ... , 
r, 5,... dans les divers déterminants par les lettres 
grecques correspondantes, on a, d'après le théorème qu'on 
vient de démontrer, 

t 2 = a, >, -+- p, p, -f- 71 v 2 ; 
par conséquent 

Ia l -h b /// -h c « , a /, + 6 m i H- c /i, 
Ai/ -»- &, w + f,«, a, /, -h 6, /w, H- c,/i, 



6 r 



m n 
m x /?, 



c, a, j 






a * 
«i*. 



/ m 



Dans le cas particulier où le second système est identique 
avec le premier % on a l'identité suivante, qui est d'un fré- 
quent usage (*) : 

( fl » + b\ -+- c») (a J 4- b \ + c J ) — («a, + **, + ce, )> 



(*) Lagrange, Sur les Pyramides, î . 
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§ VII. — Des déterminants de systèmes adjoints. 

1. En désignant par a ifk le coefficient de a ifk dans le 
déterminant 



Rr= 



«l f l • • • a \,n 



<*n.\- • - a n,n 



le système des éléments 



a n,l 5 • • • ? a n,n 



est dit adjoint (*) au système des éléments a. 

Théorème. — Le déterminant du système d'éléments 
adjoint à un système donné de n % éléments est égal 
à la (n — i) ième puissance du déterminant du système 
donné (**). 

Démonstration. — En multipliant 



«... . .a, 



par R, on obtient (§ VI, 3) 



C|,|. . • Ci , 



c n,\ • • ' c n,i 



(*) Cauciiy, loc. cit., p. 64» a emprunté cette dénomination à la théorie 
des formes quadratiques (Disquis. arithm., 267 ). 

(**) Cauchy, loc. cit., p. 82. Le cas de n = 3 se trouve chez Lagrange 
(Sur les Pjr., 5) et chez Gauss, loc. cit. 
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en prenant 

Ci,k = «»,i «*,i H- «I.» #M H- • • • 4- a/,« <**,«• 

Ces éléments c ont la valeur R ou la valeur o , suivant 
que î et À* sont égaux ou inégaux (§ III, 1). Leur déter- 
minant se réduit donc à son terme principal 



^1,1 ^2,1 • • • C n>n IX 



(§11,7). On a donc 



a l,l • • • *l,n 



a„ ., . . .a. 



71, 1 • • • **n,n 



R==R", 



*i,t • • • a i,n 



a,,. . . a. 



2. Théorème. — Un déterminant partiel de degré m du 
système adjoint est le produit de R" 1 - 1 par le coefficient qui 
multiplie dans R le déterminant partiel correspondant du 
système primitif (*). 

Démonstration. — Soient 

J 9 89 • • • 9 r 9 s > • ; • 9 
h **• • •» u > v y 

des permutations données de î, a, . .., n, et supposons 
que /, g, . . . , et i, k, . . . désignent des groupes de m in- 
dices, les n — m indices restants étant désignés par r, $ 5 . . . , 
et par tt, p, . • • • ^ e déterminant de degré m 

*f,i w . . • 



(*) Jacobi, Det., ii. La multiplication par R du déterminant cherché, 
employée dans cette démonstration, a été indiquée par Borchardt. 



a u 


«M-- 


• a /.u 


ff/;„ . . . 


a t>> 


<*g.k> • 


• **.«« 


°i 


a r x i 


O r , Je . 


• <*r,u 


a r , 9 • . . 


"s,i 


«#.*.. 


• *5,U 


a St , . . . 
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sera un déterminant partiel du système adjoint (§ IV, 3). 
Or on a, d'après les hypothèses admises, 



= «R, 



e ayant pour valeur +i ou — i, selon que les permuta- 
tions données appartiennent ou n'appartiennent pas à la 
même classe (§ II, 4). Pour multiplier le déterminant par- 
tiel cherché par e R, on peut le mettre (§ VI, 4) sous 
la forme 

a/./ a/,*.. . a/ >0 a/,,. 
*g,i *g,k- 

b r ,i brj. . . b rtU b r ,,. . . 

b s ,i b tt k. . . b ttU b StV . 

les éléments b ayant pour valeur i ou o, suivant qu'ils se 
trouvent ou ne se trouvent pas sur la diagonale. Le pro- 
duit des deux déterminants est le déterminant d'un système 
d'éléments c, parmi lesquels c 1)l9 c f) ,,. . ., c m>m ont pour 
valeur R, tandis que les autres éléments des m premières 
lignes horizontales sont nuls (§ III, 1). Les (m-hi) , * m % 
(w + 2) rtm V" lignes horizontales sont respectivement 
égales aux (m -h i) ièm % (m+2) ,iffle ,... lignes verticales 
dans sR. Or ce déterminant se réduit (§ IV, 2) au pro- 
duit de deux déterminants, dont le premier a pour valeur 
R m (§ II, 7) ; le second est 



(§11,3). 



tfr.u fs.u- • 




ûr.u O r , v . 


a r<v a StV . . 


— 


o St u a s>9 
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=f R*- 1 e 


a 
a 


s,u ûsjp* • • 


ÏVapres le * 


.IV, 3, 








s 


<*f,u ^f,* • • • 
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représente le coefficient qui multiplié, dans R, le détermi- 
nant partiel 

a f,i a f,*' • • 



du système donné, dont les éléments sont affectés des 
mêmes indices que ceux du déterminant cherché. 

Exemples. — Si l'on suppose 



R = ^ ± a XtX a 2>2 . . . a tlfn , 



on a 



<**+,, ^, ... <X.k +x , n 



De même, 



= R»"*"' 






(*)• 



<**,« 



:R m-i 



-i,m+i • • • "flH-i,n 



*»,i 



(*) Jacobi, /oc. c/f. 
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En particulier, pour n = 5, on a 



*»i «as «j« 






«Il «15 


«41 «43 «44 


— Z 


— R» 


«3» «35 


«51 «S3 «54 









parce que les permutations 

2 4 5 i 3 
i 3 4 2 5 

n'appartiennent pas à la même classe. 
On a, au contraire, 



a 2t a M 




ûf ia 


«M «15 


«H «43 


= R 


«s» 


«34 «35 » 






«m 


«54 «55 1 



parce que 

2 4 * 3 5 
i 3 2 4 5 

sont des permutations de la même classe. 

3. Le coefficient de l'élément a iyk , dans le déterminant 
des éléments adjoints 

S. — «M «i.l» • • «n.n 

est 



R" 



«/,* • 



Car ce coefficient est un déterminant partiel du système 
adjoint, du (n — i) lVW degré, et le coefficient qui .multi- 
plie dans R le déterminant partiel correspondant du sys- 
tème primitif, esta,-,*, comme on le voit immédiatement. 
Si, en particulier, n = 3, on a 



«n «n 
a 2 | a a i 



Rtf, 



«u a«3 

«2» «73 



:Rrt 3l , etc. (*) 



(*) Lagrasge, Sur les Vyr., 3. 
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4. En général, pour calculer un déterminant partiel du 
second degré dans le système adjoint, par exemple, 

on a besoin du coefficient qui multiplie, dans R, le déter- 
minant correspondant 

a f.i a f,* 
a g,i a g* 

Ce coefficient n'est autre que celui qui multiplie, dans R, 
le produit a^ t a gyk (§ IV, 3). Par conséquent, on a 



*g,' *g,k 



= R 



d'R 



ttof.i d a g.t 



n 



On a de même 



*f,i */.* */./ 
a g,i <*g.k *g.l 

«M «M «A,/ 



= R' 



d*R 



daf ti da gt k duj 



et ainsi de suite. 

Ces identités font connaître en même temps comment 
lesCquotients différentiels du second, du troisième,...,, 
ordre d^un déterminant peuvent s'exprimer au moyen des 
quotients différentiels partiels du premier ordre de ce dé- 
terminant. 

5. Lorsque R est identiquement nul, il en est de même 
des déterminants partiels du système adjoint du 2 e , du 
3 e ,. . . degré, puisqu'ils contiennent R en facteur (2). De 
l'identité 



*g.i a ft* 



= 0, 



(*) Jacobi, Det. t 10. 
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résultent les proportions 

«/,.• : *f,k = <* g ,i : * g ,i, */,i : * gti = * ftk : * g>k , 

a i,i • a »,i • a 3,i î . . • = a 1# A l a 2t k l *s,k l • • . (*). 

Si, en particulier, les éléments du système donné sont 
tels, que l'on ait a kfi = dz a />t , alors, dans l'hypothèse de R 
identiquement nul, on a aussi 






= 0, 



ei par suite 

Delà résulte la proportion 

«•m :•«/,» : «1,3 : . . . = V«î7t : v^T» • v^.s • • • • » 
ce qui fait voir, d'une part, que les rapports 
«/,i : *t,t : a/,3 :. •• 

sont indépendants de i, et d'autre part que le signe de l'un 
de ces radicaux détermine les signes de tous les autres. 

* . v 

§ VIII. — Du déterminant d'un système dans léguer les 

éléments correspondants a^ et a ifi sont égaux efde 

signes contraires (**). 

1 . Théorème. — Un déterminant de degré pair 



R = 



«i,i . . . a Xi 



*»,!* • • *ll 



dont les éléments sont tels, que Ton ait 



a*,i = — «u> 



(*) Jacobi, Journal de Crelle, t. XV, p. io4 et ailleurs. 

(**) Ifn pareil système et son déterminant ont été appelés par Cayley 
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est le carré d'une fonction rationnelle des éléments (*). 

Démonstration. — En désignant par R' le coefficient de 
a t | dans R, et par a, k le coefficient de a, k dans R', on 

• «▼.*)■ 

R = a ltl R' — ^ a,,, tf,,* a,,*, 
i,* 

i et A: recevant les valeurs 2,3,..., /i. En vertu des hypo- 
thèses faites sur les éléments, on a identiquement 

R / = o(§III, 9 ), aa = a M =^M«W (§VII,5). 
Si l'on détermine maintenant les signes des radicaux 
de telle sorte que v/â^ï V 7 ***,* ai* pour valeur a iyk ( et non 
— <*,,*), il vient 

ou, puisque la seconde somme ne diffère pas de la première, 
et par suite 

i 

est une somme de n — i termes. Or a ifi est un déterminant 
de degré n — 2, où la série des premiers indices est la 
même que celle des seconds, et' se compose des nombres 

{Journal de Cr elle, t. XXXII, p. 119; t. XXXVIII, p. 93; t. L, p. a^) gauches 
(skew, gobbo ) . 

(*) Cayley, Journal de Crelle, t. XXXVIII, p. 95. La démonstration donnée 
dans cet endroit ne lève pas toutes les difficultés. >£ 
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2, 3,..., h, à l'exclusion de i. D'après la règle trouvée 
pour la décomposition de ^R , ^oc iyi peut se décomposer en 
n — 3 termes, dont chacun est le produit d'un élément par 
la racine d'un semblable déterminant de degré n — 4> et 
ainsi de suite. Or la racine carrée d'un semblable détermi- 
nant du second degré est rationnelle, car la racine de 

Ou,u "us 

est ici a HyV ou a ¥fU . D'après cela, \/R se présente sous la 
forme d'une somme, que l'on prendra positivement ou né- 
gativement, et composée de 

i .2. . . n 



(»_!)(» — 3)... 3. !==■ 



n a 

I .2- ..-.2 
2 



termes ; chacun de ces termes est un produit de - éléments, 

dont les indices sont tous différents entre eux, de sorte que 
l'ensemble des premiers et des seconds indices forme une 
permutation des nombres i y i , . • . , n . 

Pour premier terme de cette somme, on trouve 

puisque, d'après la règle précédente, on obtient successive- 
ment, en effectuant le développement, 

A = «3,4 B -h . . . , 

B = a i>6 C -h . . . , 
etc. 
Et en effet, 

n 

("l,3 «3,4 • • • 1n-ljà*= ( ~ l) 2 >'*\,7 «2,1 O z>i tf 4>3 .'. . «„_,,„ «„,»_, 
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est un terme positif du déterminant R, garce que les per- 
mutations 

i, a, 3,* 4t •••»'*-'- x » "> 

a, i,4, 3,.. .,«,/i— i, 

appartiennent ou n'appartiennent pas à la même classe, 

, n ... 

selon que - est pair ou impair. 

2. Théorème. — L'expression 

dont le carré est égal au déterminant R considéré ci-dessus, 
prend la valeur- opposée quand on échange entre eux deux 
indices, et s'annule identiquement quand deux indices sont 
égaux entre eux (*}. 

Démonstration. — En désignant par S t ce que devient S 
lorsqu'on y échange entre eux les indices i et A", SJ sera ce 
que devient le déterminant R par l'échange des mêmes 
indices. Or i et k entrent dans R tant comme premiers in- 
dices que comme seconds indices, et partant R n'est pas 
altéré par cet échange (§ H, 4 ) ; on a donc S] = S*. Par 
suite de cette identité, les termes de Si sont égaux respec- 
tivement aux termes de S, et sont tous de mêmes signes ©u 
tous de signes contraires, suivant qu'un terme de S 4 et son 
égal dans S sont de même signe ou de signe contraire. Or, 
en désignant par a ijk B la somme des termes de S où, entre 
Félémeiit a iyk , B ne contiendra que des éléments ayant 
leurs deux indices différents de i et de k (1)*, par consé- 
quent, par l'échange de 1 et de A, a tik B se change en a lfi B. 

(*) L'expression S a été introduite par Jacobi {Journal de Crelle, t. II, p. 354 i 
XXIX, p. 236), qui s'en est servi en traitant de la méthode d'intégration de 
Pfaff, et Cayley {lot. cit.) Va désignée récemment sous le nom de PfaffUn. 
Ses propriétés ont été énoncées par Jacobi sans démonstration, et sans la 
relation fondamentale S' — R. 



56 PREMIÈRE PARTIE, § VIII. 

Les termes û,,*B, de S, et tf*, t B, de Si, sont égaux et de 
signe contraire, puisque a kii = — a i>k 5 par suite S et S f 
sont aussi égaux et de signe contraire. 

Si les indices 1 et k sont égaux, S t est égal identiquement 
npn-seujement à — S, mais aussi à S*, donc S est identi- 
quement nul. 

3. L'expression dont le carré est un déterminant de 
l'espèce que nous considérons ici, peut sans ambiguïté être 
désignée, ainsi que le fait Jacobi, par la série des indices 
des éléments de son premier terme, laquelle est identique 
avjec les séries des premiers et des seconds indices des élé- 
ments du déterminant. Le symbole 

(1, 2, 3,... , n) 

désigne, d'après cela, la somme commençant par le terme 
principal a i>t a 9fk . . . #„_!,„, et dont le carré forme le dé- 
terminant 



R = 



a n, 1 • • • a n,n 

toujours dans l'hypothèse où l'on a a k?i = —r a itk , a ifi == o, 
et n pair. Il résulte du théorème précédent que l'on a 

(1, 2, 3,..., /*)=(3, 4, 1, 2,..., n) 
= —(2, 3,..., n } 1)= — (2, 1, 3,..., /*), 

etc. On peut donc prendre pour y^R , en général, soit 

(1, 2, 3, ...,«), 
soit encore 

(2,1, 3,. ..,/*), 

ou toute autre permutation de ces indices, puisque ces 
différents symboles ne peuvent être qu'égaux au signe 

près. 

De même, s/<*,,i peut être représenté (1) par une permu- 
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talion quelconque des indices 2,3,..., n 7 k l'exclusion 
de i, tant que l'on considère cette expression isolément. 
Cependant, comme on doit avoir, en ayant égard aux 
signes, _ _ 

et par conséquent. 

VS = 2 «1,1 Va/./ » 




*\ 



il faut donner aux termes de cette somme des signes déter- 
minés, de manière que le signe de la somme reste seul indé- 
terminé. 

4. Théorème. — Pour le développement successif de 
l'expression (i, 2,..., tï), on peut se servir de l'identité 

(i, 2, 3,.. . , n) 

= «1,2 (3, 4»-«-> «) + . «i,3'(4> • • •> ■ ■*> 2)4-... 

+ « l# f(i + i,... /î, 2,..., 1— 1) -h'- -. + «1,11 (a, 3,..., n — 1), 

la suite des indices entre parenthèses se déduisant de 
2, 3,. . . , n par des permutations circulaires, en excluant 
chaque fois l'indice qui se trouverait le dernier (*). 

Démonstration. — En posant (3) 

sfc~iz=z(— i)'"(2, 3,..:, 1 — 1, /+i,.. , /i), 
et de même 

^M = { — 1)*(2, 3,..,, A-i, X+i, .., n),- 
le produit 
(_i)'+*( 2 , 3,..., 1 — 1, i+i,..., /1) (2, 3,..., A ■— 1, A+i,..., ».) 



(*^ yjACOBi et Ca yley (/oc. c/7. ) ont employé celte identité comme défini- 
tion dé (1,2, . . . , n). . 



4*H-i>* 
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se composera des mêmes termes que a,,* ou que — <x v ,i T : 
puisque a f y <x kfk est identique avec a£j. D'après la aolatio*» 
de Vahoennonde, on a (§ III, 5) 

a, 3, . .. , i : — i , t + 1 , . ..,« 

2,3,«..,A* •"■"- 1 , A* t" I , • • • ,/2 

la suite dçs premiers indices ne contenant ni i , ni i, et celle 
des seconds, indices ne contenant ni i ni h. En désignant par 

p, g, r,5,...,«, *> 

les n — 3 antres indices qui font partie à la fois des deux 
suites, on sait (§11,4) que le rapport 



, 3...,/— i,i+i,..., »| m |A,/»,9,r,...«, o 
, 3..., *•*-!, A+i,. . .,«| •■[/>, 7, r, *,...«», i 



est égal à une puissance déterminée de — i. Ce rapport 
est le même que celui du produit 

(2,3,.. .,* — i,H-i, /i)(2,3,.. . , A— i, *+i, n) 

au produit 

{*,p f q 9 r 9 ... ,w, *>)(p,q, r,s,.. ,*,/)• 

Donc le déterminant 

*> />• ?> r »« • •>«>< 
p, q,r, *,.:., c, 

et le produit 

(*,/?,?,r,..., «,?)(/?, y, r,* f .-..,*, î) 

ont la même valeur absolue. Le premier terme 

a *,p a p,q a q>r a r,s • • • «u,f a 9,i 

du déterminant, et le premier terme 

ak, P a t] ,r • • • a u ,* a P ,q • • • <*>?,$ <*t,i 
du produit sont de même signe -, donc le déterminante le 
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produit sont aussi de même signe. Il s'ensuit de là que 
V«/,iV**,* coïncidera avec a, jt en grandeur et en signe, si 
l'on pose 

V«ï7« = ( — 0'( a »3, . .. ,/— i, î-h i, ...,«), 

ou, après i — 2 permutations circulaires (3) , 



«M = (/+I,-" J « J 2,... ) /~l). 

Par cette substitution, on obtient ( { ) 

^fl|,tV«f,# = g|,»(3, . . .,/2)"H-«,, 8 (4, ...,*, 2 )■+-.. . 

« -H«,,„(2,. ••*— 0» 

pour une valeur de ^R que nous devrons désigner par 

(1, 2,. ..,/*), 

comme on s'en assure par l'identité des termes initiaux de 
«i,t (3, . • .,/i) etde (1, 2, . . ., u). 



Exemples : 



a., ... a 



«41 -. 

«Il 



I (i , 2, 3, 4 )* = («U «34 -T- «13 «4» + «»4«23 )'• 



«44 

. . a 



««1 . 



. a St 



— /, o ^2 — f«i*(3,4»5,6)-i-« 13 (4, 5, 6, 2) 
_(i, a| ...,b)_^ + *■,(*, 3,4, 5 



5) 



)«I2 «34 «56 H" «I» «35 «<M "H «12 «36 «45 \* 
-f- «13 «45 «62 + «13 «46 «25 4" «13 «42 «56 f 
__ -h a l4 fl 5e r/ 23 -f- a {i a„ a 36 -f- a l4 a^ a 62 > . 

|-|- fl, 5 «62 «34 4" «15 ««3 «<î ■+" «| 4 « 64 «23 I 

- n lH a ÎS a hh -f- «.« «21 «53 -H «i« «« «s* / 



6o 
et 
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o a b 


c 


— a o / 


e 


-b-f o 


d 


— c — e — d 


o 


o a — b 


c 


— a o / 


e 


b—f o 


d 


— c — e — d 


o 



=:(ad-be + cf)\ 



= (nrf-h be-\-cfy 



5. Le coefficient de #,-,*, dans le déterminant R que 
nous considérons ici, est (§ III, 9) 

2 da it k da it k 

Le coefficient de a ifi dans R, lequel est exprimé générale- 

ment par - — > s'évanouit dans ce cas (§ III, 9). Or, si l'on 

ordonne R par rapport aux. éléments d'une ligne horizon- 
tale, on a (§ ELI, 1), en divisant par le facteur commun ^R 9 






d\[R 

' * ai ' n ~XT ' 
da i>n 



d>JK d^R 

* o = a iti - h ... -+- a if n — - ( ), 

* dùk,\ dak,n 

formules où Ton devra supposer — — - = o. 

En posant (3) 

/r = (/, I, 2, ...,/ — 1,1 -f- i, .. .,/*) 

= Qi,\ (2, . . . , n) -f- fi,-,* ( 3, .#■ . . , «, i ) 4- • • • > 



(*) Jacobi, loc. cit. 
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on trouvé 

d fà ,, , i, , 

-£_:=(* -t-I, ...,*, I, ..., A — i), 

2 et h étant exclus du cycle des indices. 

6. Théorème. — En désignant par D la valeur que prend 
le déterminant R des éléments quelconques a 1>t , .».,«„„, 
lorsque les éléments 

s'annulent, et, de plus, 

Par. D, la valeur que prend D, lorsqu'on supprime la 
ligne horizontale et la ligne verticale qui contiennent l'élé- 
ment a,-,,-; 

Par D <jt la valeur que prend D, lorsqu'on supprime les 
lignes qui contiennent les éléments a iyi et a hy i\ et ainsi de 
suite ; 

On a alors 

r = d •+- 2 **** D * -** 2 at,i ûktk D/ '* "*" 2 au akk au Da/ ■*■ • • • 

en remplaçant successivement i par toutes les valeurs 
i, a, . . . , n , puis i, h par toutes les combinaisons binaires 
de ces valeurs ; i, /c, / par toutes leurs combinaisons ter- 
naires, et ainsi de suite (*). 

Démonstration. — Les termes de R qui ne contiennent 
aucun des éléments a 1}l9 a t>t9 ..., coïncident avec lés 
termes de D. Les termes de R, qui contiennent un settî de 
ces éléments, coïncident avec les termes de la somme* 

fli,jD 1 + fl 2 , î D 2 4-...+« M D I ,. 
(*) Cayley, Journal de Crellc, t. XXXVIIf , p. g3 . 
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Car du coefficient de a iti dans R on formera D, (§ III, S) , 
en annulant les éléments a,,!, « t>t , . . ., a nfn . De même, 
les termes de R qui contiennent deux des éléments en ques- 
tion, coïncident avec les termes de la somme 

fl| 1 |fll,îDt,J + fl| ) |fl3 ) 3D|,3 + '.. 



et ainsi de suite. De cette manière aucun] des termes de R 
ne se trouve omis ni répété deux fois. 

7. Si les éléments du déterminant R sont tels, que 
l'on ait 

*«',*= — **,/> «1,1 =«a,i ==..,= a n>n =2, 

on aura (6) 

R = *•+ z»-> ]£d 2 -h ^2D 4 +. ..(*), 
la quantité 



D„ = 



<*k,i <*k,k • • < 



étant un déterminant partiel du degré m , dont les éléments 
sont assujettis aux conditions 

et 2 D m désignant la somme des déterminants qui se dé- 
duisent de D m , en remplaçant les indices i", fc, . . ., par 
toutes les combinaisons m à m des nombres de la suite 
1^2, . . . , n. Pour m impair, D m est nul (§ III, 9) •, pour m 
pair, on a (3) 

D« = (ï, *,...)% 

et par suite 2D m est la somme de ( 1 carrés. 

( * ) Cayley, loc. cit. Compar. Journal de Crelle, t. L, p. ayy . 
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Exemples : 



z «„ «„ 

« 2 , z a n 



= *» + *(*; ,-1-/1^.+.*;,), 



s « l2 « n « l4 

«jl Z tf 2 3 *« 

«31 «32 2 «34 

"«41 a ki rt 43 Z 



= z«-z'(«^4-«^4-«^«î 3 +"^+tf 3 : <) 

H- («u«:»« 4" «ir.^is-h^M^îD) 3 . 
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SECONDE PARTIE. 

APPLICATIONS DES DÉTERMINANTS. 



§ IX. — Résolution d'un système d'équations linéaires. 

\ . Théorème. — Les n inconnues x t , x t , . , . , x n étant 
données par les n équations 

a,,, x x -f- a lt7 z 2 -\-. . ,-\-a ifn ac n = u X i 

a H ,\ x x -f- a ni i x 2 -f- . . . -f- a n>n x n = u n ; 

si l'on pose 

a tfX < . . a {fl 
R = 



_*n,i • • • a n ,n 

et que l'on désigne par a,,* le coefficient de a ifk dans R, 
on aura 

Rtf* = M,a,,*4-a 2 a 2 ,*-4-. . . -h »„<*„,* (*). 

Cette expression se déduit de R par la substitution de 
n n i/ î? . . ., u n au lieu de a ifk , a tji , . . ., a nfl . Le déter- 
' minant des coefficients des inconnues s'appelle le dètermU 
nant du système d'équations linéaires (**). 

Démonstration. — En multipliant les équations don- 



(*) Cette résolution a été indiquée pour la première fois par Leibniz, 
puis découverte de nouveau par Cramer {voir § 1 et II). 
(**) Jacobi, Del.,-]. 



s ■ 
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nées respectivement par 

et ajoutant les équations obtenues, on obtient pour le 
coefficient de x k , 

«l,*«l,A "H**,* «J,*-*-- • • -f-«n,* «n,* = R » 

et , pour le coefficient de x t , 

fli l i«i,|-r«U«ï l » + .. •+^,««1.,*=° ( § III, 1) . 

2. Si le déterminant du système linéaire s'annule, Tes 
inconnues prendront en général des valeurs infinies, c'est- 
à-dire que leséquationsdonnées seront incompatibles, et, par 
suite, qu'elles ne sont pas indépendantes les unes des autres. 
La contradiction entre les équations données sera levée, si 
Ton introduit la condition 

qui est vérifiée pour toutes les valeurs de £, puisque les 
rapports a tji : a fjk : . . . sont indépendants de k (§ VII, 5). 
Alors le système des équations données est indéterminé, et 
chacune de ces équations peut se déduire des autres. 

3. Si les quantités u t i u t , . . . , u n s'annulent, les incon- 
nues s'annuleront aussi en général , c'est-à-dire que les 
équations données seront incompatibles, et, par suite, 
qu'elles ne seront pas indépendantes les unes des autres. La 
contradiction entre les équations données sera levée dans 
ce cas par la condition que le déterminant R du système 
linéaire s'annule. L'équation 

R = o 

s'appelle la résultante des équations linéaires u t = o, 

M,= 0, • ..,M rt = (*). 

(*) D'après Bezout, Histoire de l'Académie de Paris, 1764, p. 288. 
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Si la condition R = o est remplie, le système est indé- 
terminé, et les équations données sont satisfaites par la 
proportion 



J?l • X 7 • &S 



• =«1,1 * «l,i I «1,3 '. ...(*), 



i désignant un indice quelconque (§ VII, 5). Car, en vertu 
de l' équation 



fl*,ia«M -f-^M a i,2-+-' 



' «*,n «i,» : 



qui a lieu, non-seulement pour des valeurs différentes de i 
e\Àëh (§111, 1), mais encore,par hypothèse, pour i=k, 
on a, pour chaque valeur de k prise dans la suite i , a, . . . , », 

**.i*i -h «M **-K • . 4- **,„*„ = o. 



Exemple. — Les équations 

a x-+-b jr -\- c z=o, ou 
a, or -h b x y -4- c, z = o, 
a 2 x-\-b 7 y -+- 0,3 = 0, 

sont compatibles, si Ton a 

abc 
«1 b x c, 
n 2 £ a c, 

A cette condition, on a 



>j 



a u-tr b o-f-c =0, 
a x u -+- b x v -h c, =0, 
« ? m -h £2 ? -h ^ 1 = o , 



^1 C\ 


. 


c { a x 




a x b x 


b 7 c 2 




c*a t \' 


a 2 b 2 


b 2 c 7 




c 2 a 2 




a u b> 


b c 




c a 




a b 


b c 




c a 




a b 


b x c, 




c, a, 




tf. b t 



(*) Jacobi, De/., 7. 






: ■ . > 

I* 
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4. Si les coefficients du système considéré dans l'art. 1 
sont tels, que Ton ait 

et si /* est jmir, alors, d'après les propositions et les nota- 
tions du § VIII, on a la solution plus simple 

(— i)*(i,2,\. .,n)x à 
= «, (2, *..,* — i, /H-i^ .., /*)-4-tt* (3, ..., X — i,*-M,...,/ï, t 

En effet, en multipliant les équations données respective- 
ment par 

(2,... ,*— 1,*-+- 1,... ,*), (3,..., X~i,X-hij..., «,i),.i.j 

(l, .../ — 1, /-+-!, ..;,*—- i), 

et ajoutant les résultats, x h se trouve avoir pour coeffi- 
cient 

ai,*(a,...,ii)4-as,*(3,...,* 9 1) + . . .-t- a m ,k(i 9 — 9 * — i); 

et la valetir de cette expression, en remplaçant a iik par 
— fl*,i , a*,i par — tf* jt » etc., peut être représentée par 

— (*, I, . ..,X — I, *-+-!*...,*) 

(§ VIII, 4). En remplaçant encore l'indice k successive- 
ment par 1, 2, . . .,/r — 1, on obtient, pour le coefficient 
cherché (§VHI, 2), 

(-i)*(i,îi,. ..,*)* 

Au contraire x, a pour coefficient, dans la somme en ques- 
tion , 

— (/,!,.. .,/— 1, *H- 1,. ..,/ï), 

expression identiquement nulle (§ VIII, 2) . 

(*) Jacobi, Journal de Cr elle, t. II, p. 35C. 

5. 
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5. Si les coefficients du système linéaire sont tels, que 
Ton ait 

et que n soit impair, on à alors R = o (§ III, 9) , et les 
équations données ne sont compatibles que si Ton a (2) 

Kiai J * + « î a,,i + . . .-ha B a„,* = o. 



À cause de l'identité a ifk = V««y «*,* (§ VII, 5) , cette con- 
dition se réduit à la suivante , 

ou, en substituant la valeur 

V^=(/-+- i ,it,i, . .,/— i)(§VIII,4), 

a, (2,. . .,#i) + a,(3, . .,/?, i)H H-« a (i,. . .,/*— i) = o (*). 

Exemple. — Des trois équations 

* cy — bz =/ r 

— <?.r * -h az = g 9 

b.r — ay * = h , 

une quelconque est la conséquence des deux autres, si 
Ton a 

of -\- bg -\- ch = o : 

sinon, chacune est contradictoire avec les deux autres. 

Remarque. — Si les coefficients du système linéaire (1) 

sont tels, que Ton ait a iyk = a '7' ? on obtient encore dans ce 

cas une solution particulière [voir ci-après, § XII, 5, 6]. 

(*) Jacobi, lue. cit. 
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§ X. — Théorèmes sur les équations différentielles 
linéaires. 

1. Les coefficients d'une équation différentielle linéaire 
de Tordre n } qui ne contient pas de terme indépendant de 
la fonction, peuvent, comme Libri l'a remarqué (*), se 
composer au moyen de n intégrales particulières de l'é- 
quation, de la même manière que les coefficients d'une 
équation algébrique se composent avec ses racines. En 
effets si l'on désigne par y i9 y % , . . . , y n des intégrales par- 
ticulières de l'équation différentielle linéaire 

yW étant le quotient différentiel d'ordre i de la fonction^, 
et les quantités a , a i9 ..., a n étant indépendantes de 
/? y 1 '»•• • * formons avec les i er % 2 e8 ,..., n iimet quo- 
tients différentiels dey i9 y t , . . . , le déterminant 



R„ = 



y* yi,\ • • 'Xi,n— 1 
y t. y 2,i' • y7,n—i 

yn yn t \ • • 'yn,n—\ 



y^ h désignant le k ieme quotient différentiel de y ( . Si Ton 
désigne maintenant le coefficient de y iyk dans B n par 

>V = gl($III,7),onaur a 

a i 

Démonstration. — On a, par hypothèse, pour déter- 

■' , ■'■■ . 1 , 

(*) Journal de Crelle, t. X, p. 189. Les coefficients ont été déterminés par 
Libri d'une manière moins simple. Libri a bien indiqué la méthode directe 
pour leur détermination, mais il ne l'a point développée. 

(**) Rrioschi, Dci. t p. 81 (p. 96 de la trad. franc.)- 
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miner les coefficients a , a, , . . . , a nf le système d'équa- 
tions linéaires 

<*.r«+- «I/M + - • . + tf n -i/i ( »-i = -^ri (B , 

par la résolution duquel (§1X, 1) on trouve pour a L la va- 
leur que nous avons donnée, La détermination des coeffi- 
cients ne réussit pas, lorsque les intégrales particulières 
données dépendent les unes des autres, de telle façon que 
r<maitR„ = o(§IX,2). 

2. Le déterminant R rt peut s'exprimer au moyen des 
coefficients dey (n ~ i) et de y< n K On a, d'après les supposi- 
tions admises, 

"D a ' n ~' ' — , , 

— ~ I* — y\,n 1i,n— l •+-••••+■ y"n,n >3/i,«— I • 

Le second membre de cette équation a pour valeur-— 
(§ III, 10) -, on a par conséquent 

__ = -_, logB.= -J_* f 

-f^d* 
H n =e J % (*). 

3. L'intégration de l'équation linéaire de l'ordre », 

(i) a = a y + a i y' + ...-ha n yl n '>, 

a> a , a i9 . . , étant indépendants dey,/',. . . , se réduit 
à l'intégration d'une équation linéaire de l'ordre n — m, 
lorsque l'on connaît m intégrales particulières de l'équa- 

( * ) Abel {Journal de d'elle, t. II, p. 22) a établi cette relation pour n = j. 
La formule générale a été attribuée a Liou ville par Tissot (Journal de 
Liomillr, t. XVII, p. 178). 
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tion différentielle linéaire plus simple de Tordre n 9 

Lagrange (Miscell. Taur., t. III, p. 179) a énoncé ce théo- 
rème en 1764, et a montré la possibilité de la réduction. 
Cette réduction a été traitée par d'Alembert (loc. cit., 
p. 38 1) dans une note très-courte, et la méthode exposée 
dans cette note est identique au fond avec celle du Mémoire 
de Libri sur le même sujet (Journal de Crelle, t . X, p. 1 85) . 
Après que Malmstén (Journal de Crelle 9 1. XXXIX, p. 91) 
eut fait voir, à l'aide des déterminants, comment l'intégrale 
générale de l'équation (a) peut se déduire de n — 1 inté- 
grales particulières de cette équation, Joachimsthal a traité 
aussi (Journal de Crelle, t. XL, p. 48) la réduction de l'é- 
quation différentielle linéaire plus générale (1) d'une ma- 
nière analogue, au moyen de m intégrales particulières 
données de l'équation (2). La méthode employée pour cet 
objet avait déjà été en grande partie indiquée par La- 
grange, qui, dans un Mémoire postérieur (Mémoires de 
Berlin, 1775, p. 190), a représenté l'intégrale générale de 
l'équation (1) au moyen de n intégrales particulières de 
l'équation (2). 

En désignant par y une fonction de x, et par 
J"t 9 Jt > • • • 9 y m les intégrales particulières données de l'é- 
quation (2), on peut déterminer un pareil nombre de fonc- 
tions de #, que nous désignerons par b i9 b t , . . . , b m , par 
la résolution d'une équation différentielle linéaire générale 
d'ordre n — m, et par m quadratures, de telle sorte 
que 

y = b K y x -+- b 2 y 2 +-...+ b m y m 

soit l'intégrale générale de l'équation (1). En effet, en po- 
îant 

dot -• r ''*' dx -*''" 
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on a 

y f = £./.,« 4-... 4- £,„/*,., 
y" = b,jr ltt -+-... 4- b m y n/i , 

jC"-') = b t jr i>m -. { 4- . . . -f- b m j w , TO _, , 
en posant 

£|,t7i +••- "H ^/fi..//n = o ? 

£i,iJm -4-. • .4- £«,i.r«,,i =o, 



Mais, d'après les conditions que l'on a posées, les rapports 

£.,t : b 2fl : . . . 

sont déjà déterminés (§ IX, 3) ; on a de plus 

y{")=b x y Xtm + . . .4- &*/*,,* 4- s, 
en posant 

0|,i y\,m—\ 4~ • • : "+" Dm,iym,m—\ -— * j 

qui est une fonction déterminée de x. On a de même 

y( m+l ) = b x y l>m+l + . . .h-^^ + ï'+j,, 

en posant 

, # dz 

puis 

jtC-h-») = b x ,y hm + 2 -+- . . . -f- ^.Timm-, -h 3"+ 2.,, 4- * 2 , 

en posant 

, dz x 

etc. 5 et enfin 

y(") = b t y ttn + . . .4- ^.r»,» H- *C— ") + «,,„_, -f-. • • 

4" ?n— m—i , l 4~ 3/j— m » 

en posant 

0j,i JKi,/i— » 4" • • • 4" Um t \ym t n—i -—- z n—m* 
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En multipliant ces équations respectivement par a 0f 
a i? . . . , et, ajoutant les produits, on trouve, en vertu des 
suppositions faites sur y, , y t , . . . , y m > 

a = a m z+- a m+l z' + a„+> z" -4- . . . -h a n z( n ~ m ) 

H- #«+2 *2 H- ... H- «n Za,n-oi-2 

+ 



pour la condition en vertu de laquelle 

sera une intégrale de l'équation (i). 
Or, en résolvant le système d'équations 



^i ) Ji,m-j + . • • H" £«,iJm,m-2 =0» 


^i,ri,»-i + . • ."h ^.Jin^-i = *> 


on trouve 


*i,i Rm— >!/>-. Z, *i= 1 R «**» 


en posant 




Ji J 2 ... /m 




R„ = 


^1,1»— 1 ^2,111-1 • • 'Xm.m—t 




et désignant par 


dR„ 





le coefficient de yv, m _i dans R, rt . Les fonctions ô, , ô, , . . , , , b, n 
seront ainsi déterminées par des quadratures, après que Ton 
aura trouvé z. Pour débarrasser maintenant des quantités 
h l9 £*,... l'équation qui détermine z, remarquons que 
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l'on a 

z t = bi,\ y Km -+-... -f- b mA y mtM 

= (»!,•-■ Ji,«i -f- . . . -+- u M _, .r„) ^- = <\ c . 

/ % * • 

= (*»■,•-• Ji^h-i -h . - - -f- D«,«- Ia r.^. ) 5- == c * z > 

, .2 

(»i,«— i /i,»— I "H • - • •+" *m,m-\ ym,*-\) ^T — c »-m *> 

c t9 c, ,..., <?„_„, étant, par suite, des fonctions données 
de x. On en tire par différentiation, en se servant d'une no- 
tation analogue , 

z i,i == c i,\Z ~\~ Ci* 9 

Z#,* = C it2 Z -f- 2C/,, z' -+- CiZ" 9 

z itZ = c iti z -t- 3c ii7 z' H- 3c,,,z"-+- C/5*, 

etc 

On a par conséquent 

a = a m z 

-+■ a m+t j c { z -Hz' | 

Ci ; |Z + f,:' H-z" 



-f- c 2 ,,z -f- r 2 z' 
. "H** z ) 

^.3S-h3c,, 2 z' -h 3c,,,z"-|-r 1 z'" 4- 

•+- C 2t2 Z •+- 2C 2 ,,z'-+- C 7 z" 

4- ^,,z -4- c 3 
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pour F équation linéaire d'ordre n — ma laquelle doit sa- 
tisfaire la fonction z. Ayant trouvé la valeur de s, on peut 
calculer ensuite , par son moyen , les fonctions b t , i, , . . . , 
b m> de telle sorte que 

b x y x -+- b 2 y 2 + . . .-h b m y m 

soit une intégrale de l'équation (i). Les intégrales particu- 
lières^, j^i,. • •> J m étant supposées habituellement ne 
contenir aucune constante indéterminée, comme d'ailleurs 
l'intégrale générale z de l'équation linéaire d'ordre n — m 
que l'on vient de trouver, renferme n — m constantes arbi- 
traires, et que les quadratures , dans le calcul de b x , b % , . . . , b mJ 
introduisent m autres constantes arbitraires : l'intégrale 
trouvée pour l'équation (i) contiendra le nombre voulu de 
constantes arbitraires, et ce sera par conséquent l'intégrale 
générale de l'équation (i). 

4. L'équation différentielle linéaire qu'il reste à résoudre 
pour l'intégration de l'équation différentielle donnée , n'est 
pas résoluble en général, lorsqu'elle dépasse le premier 
ordre. Il y a donc à considérer en particulier les cas où 
l'on a m = /i etw = n — i. 

Pour m == n , on a 

a =a n z 7 o,-,iR b = -~ï),-,„-i, 0, = I — tfr, 

a n J "n «7» . 

et par suite l'intégrale générale de l'équation (i^est 

"+- Xn I =T- *n,n-i dx , 

J a n «n 

comme Lagrange et Joachimsthal l'ont remarqué (/. c). 
Pour m~n — 1 , on a 
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Orona(§IlI, 10) 

« — . . — elRn ' t . 

par conséquent 

</(R„_,s) 



û R„_, = <*„_, R„_,3 -+• rt„ ■ 



c/x 



Pour la résolution de cette équation, on a besoin d'une 
intégrale particulière u, de l'équation 



o = «„_, u + fl»a, 
savoir, 

J **n 

«, = e 



En représentant l'intégrale générale qu'il faut d'abord cher* 
cher, par 

R„_, z = u x ?, , 

ce qui donne, d'après la notation admise , 

(R„_,z)' = w.,,0, -+- a,»>,,i, 
on a , à cause de a„_ 4 1/, -h « n i/ m = o (par hypothèse), 

«R«_i==fl„a,Ci,i, o. = I </.r, 

» AiR«_i , 

R„_,z = «, I dk, 

avec une constante arbitraire. On a enfin, pour détermi- 
ner bi , 
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chacune de ces quantités amenant avec elle une constante 
arbitraire , de sorte que 

y=b t y t + . . .4- ^-t/«-i 

est l'intégrale générale de l'équation (i), comme Ta remar- 
qué Joachimsthal (/. c). Le cas particulier de a = o, pour 
lequel p t lui-même se change en une constante arbitraire, 
avait été déjà semblablement traité par Malmstén (7. c). 

§ XL — Résultante de deux équations algébriques. 
i. Soient 

Les deux équations 

/(*) = o, f(x) = o, 

données pour la détermination de x, seront compatibles si 
une racine au moins de la première équation coïncide avec 
une racine de la seconde. En désignant les racines de la 
première équation par « t , a, , . . . , a m , et les racines de la 
seconde équation par (3 t , j3, , . . . , (3 B ; en désignant, de plus, 

par TT (««• — (3*) le produit de toutes les différences entre 

les racines de la première équation et les racines de la se- 
conde , lesquelles différences se forment de a, — /3 A , en fai- 
sant successivement * = i, a,. . ., m, et # = i, 2,. . . t n, 
alors , . , • ' 

i,k 
sera la condition nécessaire et suffisante pour la compati- 
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bilité des équations données (*), et s'appellera la résul- 
tante de ces équations (§ IX, 3). 

2. Si les racines a l9 g l9 . . . , a m , ainsi que (3 l9 j3 a , . . . , J3 n r 

sont toutes différentes entre elles, le produit TT (a, — (3*) 

«,* 
sera une fonction rationnelle et entière, du degré m, des 
quantités 

et aussi une fonction rationnelle et entière , du degré n , 
des quantités 

— , — , . . . , } 

et par suite aussi une fonction rationnelle, entière et sy- 
métrique des racines de 9 (x) = o, ainsi que des racines de 
/(x) = o, et Ton sait que cette fonction peut se transfor- 
mer en une fonction rationnelle et entière des coefficients 
àef(x) et de <p (x) (**). Car, de l'identité 

? (*) = M*-rM(*-M...(*-M 

on tire 

(«,• - P.) («.— fc). . .(«,- p.) = îM, 
et par suite 



(*) Euler, Histoire de V Académie de Berlin, 1748, p. 234. 
(**) Euler, loc.cit. 
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On a de même 

/(*) = (— O"* 7 * (*■ — J?) (a, — *) . . . (a. — x), 

U(».-p*)= t: ^-V(p.)/(w-.-/(w. 

l,ft 

d'où résultent immédiatement les propositions énoncées ci- 
dessus. 

3. Au lieu de développer le produit TT (a, — (3*) en une 

suite de fonctions rationnelles , entières et symétriques des 
racines de Tune des équations données, et d'exprimer ces 
fonctions au moyen des coefficients de cette même équa- 
tion, on peut parvenir plus simplement à la résultante des 
équations données, en éliminant l'inconnue x entre ces 
équations. 

L'équation R = o , obtenue par l'élimination de x entre 
f[x) = o et <f (x) = o, est la résultante de ces équations 
{œquatio finalis genuina) , lorsque R est une fonction ra- 
tionnelle et entière, du degré m, des quantités indépen- 
dantes entre elles 

b<> b { b n ^_ { 

— i I"'"*' HT"' 

H Un O n 

et une fonction rationnelle et entière, du degré n, des 
quantités indépendantes entre elles 

«o a x a m _ t 

— , — , . .. , ( ). 

a m a m a m 



(*) Euler, loc. cit. — Voir Cadchy, Exercices d'Analyse, iS/Jo, p. 4<K>- 
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Car, pour chaque système de valeurs des coefficients a , 

a t \ 9 . . . , 4 , i, , . . . , faisant évanouir JJ (a, — (3j),y(.r)=o 

«V* 
et 9 (x) = o ont une racine commune a r , dont l'éli- 
mination entre les équations /(« r ) = o et <f (a r ) = o a 

fourni F équation R= 05 c'est-à-dire que, si TT(«/ — (3*) 

s'annule, R s'annule également. Or ces quantités sont, 
d'après (a) et les hypothèses précédentes, des fonctions ra- 
tionnelles et entières, du même degré, de -A ~, . . . , ainsi 

an b n 

que —,—,... Elles ne peuvent donc différer que par un 

facteur indépendant des quotients en question. 
• Si au contraire , dans l'équation R = o qui résulte de 
l'élimination des x entre/ 1 (x) = o et y (x) = o , R est une 
fonction des quantités en question d'un degré différent de 
celui que nous avons indiqué, cette fonction contiendra 
alors un facteur étranger, dont l'annulation n'entraîne pas 
l'existence d'une racine commune aux équations données , 
ou bien cette fonction s'annulera identiquement. 

4. Pour obtenir, par l'élimination de x entre les équa- 
tions f(x) = o et <p (x) = o, la résultante de ces équations, 
Euler (*) et Bezout (**) ont trouvé en même temps une 
méthode applicable à tous les cas, et qui a été récem- 
ment reprise par Sylvester (***) et par Hesse (****). On 



(* ) Histoire de l'Académie de Berlin, 1 76/j, p. 96. 
(** ) Histoire de l'Académie de Paris, 1764» p. 298. 

(***) Philosophical Magazine, 1840, n° 101. — Voir Richelot, Journal 
de Crelle, t. XXI, p. aafl. 

(****) Journal de Crelle, t. XXVII, p. 1. 
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forme pour cela les identités 

f(x) = <i ê -H a { x '-h a 2 x* -f- , 

xf(x) = ûr a? -f- *, o:' -+- "..*..._ , 

x*f{x)~ rt x a -h : '. :' , 

x"- l f(x)= atx*-* -+-. . ,+ 0^^, 



? (jc)=r^ -4-ô,a?-|- b 7 x 7 -\- 

xy(x)=z b*x -f- b t x 2 -+- , 

*•*(*)= h >**+ ^; ; -^v"*^-.., 









En désignant par R le déterminant de degré ' m 4- ftjhy 
dont les éléments sont, pour les n premières lignes hof/fanl 
zontales , 

«o «t **2. • «fll o o. ...... . 

o *. «i. • *« 6. ... . v<! 

o o a* . .*7 m . . . . . . ' 



et pour les m lignes horizontales suivantes, 

&o b { b 2 . . .b n o o. ..... . 

o b 6, b„ o 

o o b b n 



.*.. 



en désignant de plus par y,_i,A_i le coefficient du h ième élé- 
ment de la i iime ligne horizontale de R, on a (§ IX, 1), 

R^=( 7o , I -f-7,, | .^-4-...-f-7n~«,/- rn ~ , )/(^) 

Si l'on pose maintenant^ (jç) = o et ç(.r) = o, R = o sera 

6 
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la résultante du système précédent d'équations (§ IX, 3). 

Or le déterminant R, divisé par a R m A" (§111,2), est une 

fonction rationnelle et entière du degré n par rapport 

à — > —>•••> et du degré m par rapport à ~> tV-*> et 
<*m a m or rr ^ ^ 

les facteurs a m , £„ sont supposés, dans la formation deR, 

ne pas s'annuler $ par conséquent (3) l'équation R = o est 

la résultante des équations f(x) = o et <j> (x) = o. 

'*" 5. De la manière que Ton vient d'indiquer, on n'obtient 
g$s la résultante des équations données sous la forme la 
jttAs simple, parce qu'une grande partie des éléments du 
, déterminant de degré m H- n s'évanouissent. Le procédé 
;" > à élimination conduisant à la simplification désirée, et em- 
ployé par Bezout dans le Mémoire cité (p. 317), a été, dans 
ces derniers temps, repris et éclairci par Jacobi (*) et par 
Caucby (**). Des équations données, que l'on suppose 
d'abord être toutes les deux des équations de degré «, on 
peut déduire n équations du degré n — 1 , d'où Ton con- 
clut ensuite, par la formation d'un déterminant de degré n, 
la résultante des équations données. A cause de 

F(*) = fl -h«,j?+. . .-+- a r * r -h(a,:+ l -+-a r + 2 a: + . . . + *,,**-■"-•) a-* 1 , 
f (*) = b + b x x -h . . . -+- b r x r -4- (* r+1 -h b r +,x -+-. . . + b^-^x^, 

la quantité 

(b r + t -h ^.r-K • • 4- ^,.r" " r -')F (.r) — (a r+l + <i, +t *-f-. . . -h «„*«-'-» ) f (x) 
=r (««-f a t x+. . .-^ra r x r )(b r ^-+- b r+i x+. . . H- £„.*"-*-») 

sera une fonction de .r du degré n — 1 , que nous désigné- 
es Journal de Crclle, t. XV, p. 101 . 
(**) Exercices d'Analyse, 1840, p. 393. 
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rons par u r . Du système des identités 

Oi-m -h <V-u* +. • • -h c„_i ,„_,.*"- ' = **„_, , 
on tire (§ IX, 1) 

Rx 1 — u t 7i (l -+«i7i.i + - • .H-«,.-i7/^,i> 
en supposant 

R = 
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c 9,% • ' •£«,«— I 



**/«— t.o* • ' C n—\,n—\ 

et en désignant par y ifk le coefficient de c itl dans R. Si Ton 
a maintenant 

F(*)=o, ? W = o, 
il en résulte 

k, = o, £i, = o,..., #*,,_! = o, 

et par suite R = o sera la résultante de ces dernières équa- 
tions. Or les éléments c ifk sont des fonctions linéaires tant 
de a , a x , . . . , que de b , ft, , , . . , d'où il suit que le déter- 
minant R.est une fonction du degré n des mêmes quan- 
tités; donc R = o est la résultante des équations données 

F(*) = o, ? {*} = o. 

6. L'élément c ryjr du déterminant R est le coefficient 
de x 1 dans u r . Or on a 

« r =(2«<**) (2*' j f*- r - , )-(2*"') (2>**— ■) 

6. 
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en supposant successivement 

z = 0,i,...,r, et * = r+i,r + 2 ) .. l ,n. 

En ajoutant la condition 

i 4- A 1 — r — i = s y 

et faisant, pour abréger, 

d it i t z=a i bk — akbij 
on aura 

Pour r> s, les r — -s derniers de ces termes s'évanouissent 
identiquement, savoir 

puisqu'on a 

<*/,*= — rf* f i et d iti = o. 
Par suite on a 

Pour r -(-*•+- i>w, les r-f-$-f- r — n premiers termes 
s'évanouissent, parce que, d'après ce qu'on a supposé sur le 
tfaçré des équations, 

doivent être considérés comme nuls. 

La somme des r — i premiers termes de c r> , est iden- 
tique avec c r _ 1>/+1 -, on a par conséquent la formule 

c r,$ == c r— l,j-H *+" «r,j-M ( Jj 

pour le calcul successif des éléments de R. 



(*) Jacobi, loc. cit., p. 102. 
(**) Jacobi, loc. cit., p. u/|. 
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Exemples. — Pour trouver la résultante des équations 



on formera 






er Ton obtiendra 



d 9 ,i d 0/i 
d 9j2 di t2 



= 0. 



Pour trouver la résultante des équations 



o ^= «o-f- <* { x -h « 2 a? 1 -f- «3 a? 3 , 
o = ^0 -f- h , a? H- ft 2 x 2 -+- fr 3 .r 3 , 



on formera 



C 0,l == «0,2> **l,t === «0,3 ""f"" "l.2> 

^0,2 == «0,3 > ^1,2 == "1,3 > ^2,2 == «2,3 ». 






4>,i "*a,2 «*o,3 

«*0,2 ^0,3-1-^1,» ^1,3 
«M ^t,3 4,3 



= O. 



Pour obtenir la résultante des équations 

o = a -h «i x 4- a aX 1 -f- # 3 «z 3 -h a k x% 
o = & -+- £1 # -h £ 2 #* + ^3 * 3 -H frt £ 4 j. 
on formera 

c ^,^ :=z "0,19 1 

c o,i = «'o,2, c IJ =</ 0f3 -f-rt T , f2 , 

«*0,2 = 0*0,3 J ^1,2 = "* ,« "H 4,3 1 ^2,2 = 4,4 "f" "1,3 ? 

C 0,;t == ' «0,4 ) C l,3 = "l,« * C i,3 == "2,4 > C 3,3 = "374 > 



86 




mfann* 
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ce qui donnera 






~& 


d..t 


<, 


d;z de,* 




d.,, 


^0,3 4- d tti 


d%,t -H d { , 3 d lti 




d 0t3 


dù,*-\~dt,3 


d\, k -¥ d 2t s rf M 



do, 4 d lfA d- 2)i 4z,k 



= o t 



On peut pousser plus loin le développement de ces déter~> 
minants, au moyen du § V, 2, et Ton peut se servir pour 
cela de l'identité 

di,k <*/,«-+- dkj d i>m -h d lti d k>m = o 

(§ El, il). Sous la forme qtîe nous venons d'indiquer, le* 
résultantes des équations de degré élevé sont plus faciles 
à apercevoir que sous les formes que nous leur avions pré- 
cédemment données. ■ • 

7. R = o étant la résultante des équations 

F(x) = o et <p(x)=3=o, 

et y ryS désignant toujours le coefficient de c r> , dans R , du 
système des équations . t * r 

il résulte, pour la racine commune x des équations 

F(*) = o et ? (*) = o r 
la proportion (§ IX, 3) 

i : x : x 1 : ... : x n ~ l = y it9 : 7,,, : 7,,, : ... : 7/, /1 _, - ,, 

1 étant un quelconque des indices o, 1,. ., n — 1. Donc 
la racine commune des équations données, si toutefois il 
en existe une, est une fonction rationnelle des coefficients 
qui entrent dans les équations. 
Des proportions 

x*:j*z=y itt :yi, t% 

X , X =rr y t j , y i;F y 
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et de l'identité y SyT = y r>x (§ III, 9 ), il résulte qu'an a 

d'où il s'ensuit; d'une part, que y iyh ne change pas lorsque 
i H- k reste le même, et que l'on peut substituer les quan- 
tités y i>k9 7,_i,* +1 ,... indifféremment au lien de y iyk ; 
d'autre part, que l'on peut prolonger la proportion pré- 
cédente jusqu'à la puissance in — 2 de X f de sorte que 

1 : x : *' : . . . : x>«-> = 7o : 7 , : 7, : . . . : 7 „_ 2 (* ) . 

Les quantités y , y x , . . . , y% n+ % forment donc une pro^ 
gression géométrique, dont ta raison est la racine commune 
aux équations F (x) == o et 9 (x) = 0. De là on déduit les 
relations 

' y ,- = 7 X 1 , 7* = 70 X* , <f i+k = 7o xi+ k , 

et par suite les identités 

y '" = 7o (;r) > 7<7A — 7»7i+* = °» 
*#r \7«/ 

ddnt la dernière s'accorde avec le § VIIj 4. 

8. Lorsque/ (x) est de degré inférieur à y (a?), par exem- 
ple, lorsque f(x) est du degré m, et <f{x) du degré 
/i=m-hp, la résultante des équations < / , (x)=o, y (a?)=^o 
peut se déduire de celle des équations 

xPf(x)=zo, y(ar) = o. 

En effet, l'équation x p f (x) = o, outre les racines 
a t , a t j . . . , a m , a encore p racines nulles ; par consé- 
quent (2) 

7^j[?(o)] i, ?(«i)?(^)--'?( a *) = vN 

■ j ■ * ■ ■ "i ■ ■ " ■' ' — ■ — — — — — - — 

(*) Jacobi, loc. cilr., p. 106. 
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est la résultante des équations x F J(x) = o et cp(^r) = o, 
tandis que 

— f(«i)f(«0 •••?(*«)■ =o 

est la résultante des équations données f(x)=o et q>(x)=o. 
Si Ton a donc trouvé, par la méthode de Itezout (5), la ré- 
sultante R = o des premières équations, on aura 



-G:)'« 



pour la résultante des dernières équations données. 

Dans ce cas, on peut démontrer que R est divisible 

par 6J(*), à l'aide de la proposition (§ VI, 4) d'après la- 
quelle on a 



C 0>0 ... C , B _| 



£/t— 1,0 • • •£«—!, m— » 



y o,o • • • y o,/»—i 



go,o * • • £•*«— « 

. . . • . ••••• ••«• 

gn—i,o • • • £/i— i,n— I 



lorsque, pour r = o, i, . . .,/>— i, on a 

Cr,# ==/r,o £',© "K/r,t éft.i "+" • • • -\~fr,p-i gs,p-i > 



et pour r = p , p -H i , 



/* — i, 



C r,s — §*,r 



Pour identifier la fonction F(x) de l'art. 5 avec la fonc- 
tion x ff f(x) que nous avons à considérer ici, il faut poser 

a t = o, a t = o , . . . , ûp—i = o. 

On a, d'après cela, pour / == o, i , ,..,/? — i (6) , 

c r## = — a t+i b r — a s+2 b M — . . . — tfr+*+i &•• 



(*) Rosemiain, Journal de Crellc, t. XXVIII, p. 268. 
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En posant, pour ces valeurs de r, 

fr,i = br—i , gs.i = a s+l+i > 

il vient 

fr,9 gs>* 4-/r,i £*,!•+-... +fr.p-\ £',/>-! = <**,'> 

/r,r+i ?/r,r+i> • • • devant être considérés comme nuls. En 
posant, pour les autres valeurs de r, .."••» 



■>*,r c r,j c *,r> 



on a effectivement 



R=r 



/m • • • J.*,p— 1 

y/»— 1,0 • • • Jp—\>p—\ 

— £ O O 

— »i ~ *o O 

— 6a — 6, — b* 



go,o 



gn—l,Q • • • gn— \,n— l 

o o. . o a p ... à n _, «„ 
o o. . .a p a p ^ i ...a n o 



— b p _x—rb p ^ — b p _ z . . . — b 



a p «/,+«. 



C D.O £» 



: p,ù C 7»,i •• Cp,n-—i 



Le premier de ces déterminants est égal à ( — b )P (§ II, 7) 5 
F autre est le déterminant des coefficients des n fonctions 
suivantes, de degré n — 1 , 

xP- l f(x), &-*/ (*),.. ./(*), u n 



"p > • • • > **n—i y. 



les* dernières de ces fonctions devant être formées d'après 
la règle donnée dans Part. 5. Donc la résultante cherchée 
des équations f (x) = o et ç (x) = o est identique avec la 
résultante des équations 

a:P~ l f(x)==o,a;i'- 2 f(x) = o,...,f(.T)=o, u p z=o, ..u„_ t = o. 

Remarque. — En formant, d'après Bezout (/. c, p. 323), 
au in£>yen de x p f(x) et do <p(.x*), comme dans (5), les 
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fonctions u 09 u t , . . . , u m ^ , de degré n — 1 ; en exprimant 
ensuite, à l'aide des équations 

/(a?) = o, */(*) = o, ..., xff{x) = o, 

les quantités x™, a?" 4 * 1 , . . .^x"" 1 sous forme de fonc- 
tions de degré m — 1 , et réduisant par là les fonctions 
u ù7 u u . . . , u m ^ x au degré m — 1 5 la résultante des équa- 
tions 

«0 = 0, «, = o,..., u„^ t = o 

sera bien du degré m par rapport aux coefficients de f (x) ; 
mais elle ne sera pas en général du degré n par rapport 
aux coefficients def(x) 5 par conséquent elle sera généra- 
lement différente de la résultante des équations 

/(x) = o et <p (x) = o. 

9. Euler a montré, à la fin du Mémoire que nous avons 
cité plus haut (*) , comment on peut trouver les conditions 
pour que deux équations données, f(x) = o et <p (x) =0, 
aient deux ou plusieurs racines communes. Les élimina- 
tions qui conduisent à ce but sont plus aisées à apercevoir, 
lorsqu'on se sert de la méthode indiquée par Lagrange (**). 

En désignant par a une racine de l'équation f(x) = o, 
et posant <p(a)= — y, l'équation résultant de Félimina- 
tion de a entre les équations /(a) = o et <p (a) +jr = o, 
sera du degré menj(l), et aura autant de racines nulles 
quéy(x) =oet <j>(x) = o ont de racines communes* Or 
de la résultante R = o des équations f(x) = et y (x) =0, 
on déduit la résultante des équation s/ (x) = o et <p (x) -\-y 
= o, en faisant croître <p (o) = b de y. En supposant que 
les coefficients b Q ,b u . . . , b n soient indépendants les uns des 



(*) Histoire de V Académie de Berlin, 176/1, p. 64 • 1 

(**) Mémoires de V Académie de Berlin, 1770.» Rcflcxions, etc., a» sArt*- 12. 
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autres, et qu'il n'existe ainsi aucune relation entre les ra- 
cines de l'équation <f (x) = o, R devient, lorsqu'on y rem- 
place b par b -H j, 

« dK 1 d>R , 

Par conséquent 

n dK 1 d*K , 

sera la résultante des équations 4 /(a:)=o et q>(#) -f-j=o. 
Les conditions pour que cette équation ait i, 2, 3, . . . ra- 
cines nulles, et partant aussi, pour que f(x) = o et 
<f (x) = o aient une, deux, trois, . . . racines communes > 
sont respectivement 

R = o; 

dK 
R== °' 2» § = °> 

</R d*K 

R = °' S* = o ' 5&y = °' 

etc., ... 

dans la supposition que les coefficients de la fonction y (x) 
soient indépendants entre eux : ou encore, 

R = 0; 

dK 
* = °' ^ = °> 

R = °> ^ = °> 

etc. . . , 

dans la supposition que les coefficients de ta fonction^ (x) 
soient indépendants entre eux. • 
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§ XII. — Produit de toutes les différences de plusieurs* 
quantités données. 

\ . Pour désigner le produit de toutes les différences que 
Ton obtient lorsque, étant donnée une suite de n quantités 
«t , a* , . . . , a n , on retranche chacune d'elles de toutes les 
suivantes, nous emploierons la notation 

P(«., «2,.. .,«„) = (a 2 — a ,)(a 3 — a,) ... (ol» — ^) 

(«a — «2>.. . (a n — «,) • 



(dn — OLn-x)^ 



Ce produit est égal au déterminant de degré n 



I a, a 



(*)• 



Démonstration. — Ce déterminant est une fonction ra- 
tionnelle et entière des quantités g l9 « t , . . ., a n , et il 
s'annule lorsque deux de ces quantités deviennent égales 
entre elles {§ II, i) \ il est par suite divisible par le produit 
(a, — 3c 4 }. . > De plus, le déterminant, comme le produit, 

, , \ m{n — i) . , 

sont du degré — - — — - par rapport aux quantités 



3|, Œ 3| « 



-, «* 



(*) Caucby, Journal de l'École de Polytechnique, XXVII e cahier, p. 48. Le 
cas particulier 

(& — a)(c — a)(c — £) = a£ s — a % b -+-bc % — b % c-+-ca % —c*a y 

avait déjà été indiqué par Vandermonde, Histoire de l'Académie de Paris, 
1771, p. 36g. Le théorème précédent a été démontré par Cauchy {Analyse 
Algébrique, t. III, § 2, et Note IV ) en développant le produit. Voir Jacobi, 
Journal de Crcllc, t. XXII, p. 3Go. 
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donc le quotient du déterminant divisé par le produit est 
un nombre indépendant de a,,a,, ..,«„, et de plus, ce 
quotient est l'unité, comme on le reconnaît par la compa- 
raison du premier terme du déterminant avec le premier 
terme du produit. 

Tandis que le produit renferme 

n(n-i) 



termes, dont plusieurs sont égaux deux à deux et de signes 
contraires, le déterminant, qui lui est égal , se compose 
de I.2.3. - . n termes. En vertu du théorème précèdent, 
on n'a pluis à calculer, 

dans le cas de 3 quantités, que 6 termes au lieu de 8; 

• • • 4 '4 64; 

5 120 1024? etc. 

2. Lorsqu'on multiplie le produit de toutes les différen- 
ces des quantités a t , a,, . . . , a n par le produit de toutes les 
différences des quantités (3 t , |3 8 , . • . , (3„, on obtient égale- 
ment un déterminant de degré n. Car on a (§ VI, 3) 



(a„ a,,..., a n ). P(p„ £„...,£„) : 



I a,. . .a 



1 a„. . .a 



■ p.---pr' 



Ci,\- • 'Ci,, 



(-n,\ • • • Cn,n 



en posant 



.-«;«•.. 



ou encore 



1— 1 a k— 1 



* = a . P, + «, P, +••■ + «. P. 



(*) Cadcht, Exercices d'Analyse, t. II, p. 169. 



94 SECONDE PARTIE, § XII. 

3. On a es particulier 

S 9 .1 t J a ... *n—i 



S t S* S 3 ... S n 



Jn_l S n ^n-f-l • • •&!*— 7 



[P(a„ a,,..., «.)]» = 
en posant 

*=«; + (*;+. .. + <v 

Dans ce cas, en effet, l' élément c ljJt du déterminant que 
Ton doit former (2) 5e réduit à la somme des {i-\-k — Q) iimêt 
puissances des quantités a 4 , a ît . . . . On a plus générale- 
ment 



2 [P (a„ a 2 ,..., «„,)]' : 



5| .Ç 2 . . . J> w 



(*)> 



les 5 t du second membre ayant la même signification que 
ci-dessus, et le premier membre comprenant la somme de 
tous les termes qui se forment du terme initial 

[P(a„a 2 ,. . ., a m )]% 

en remplaçant les quantités 

a,, a 2 , . . . , a« 

par m quelconques (différentes entre elles) des quantités 
«!,«,...,«„. Car on a 



s s t . . . s m 
s. s 2 . . . s m 



$m—i $m ■ • • x 2i 



c \,\ - • • Ci, m 



Cm, 1 • • • ^m,m 



(*) Cayley, Journal de Liouville, t. XI, p. 298, et BêRCiiARDT, Journal 
de Liowillc, t. XII, p. 58. 
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en supposant 

Or on a, d'après cette condition (§VI, 2), 

7 m 

a, a, . . .a, 

^1,1 • • • c \,n 



9 a 



*\»,i • • » ^m,!)! 



I a 2 a . . .a 



2 m— l 

I a M a . . .a 

m m m 



le signe de sommation ayant le sens indiqué plus haut. 

4. Théorème. — En désignant par a t , a t , . . . , a n 
et par (3 1? (3,,...,(3 n des quantités quelconques; par 
P(a,, a 8 ....,a„) etpar.P^j, |3 S ,..., (3„) les mêmes produits 

que ci-dessus, et de plus par TT (a, — j3*) le produit de toutes 

i,k 
les différences qui se forment de a t — {3* en mettant pour 
i et h toutes les valeurs i,2,...,n:ona 



*., c^, . . ., a„). P(pi, ft;, . . -, p«) _ , x 2 

n( a '— w 



I 


I 


I 


ai — P« a, 
1 


-h 

I 


a,-p„ 

I 


a*~ p, a 2 


-fc 


«2-pn 


I 


I 


!• 



0- 



«n—Pi «„— p 2 a„— p, 



Démonstration. — Désignons le déterminant du second 
membre par A, posons 

*(») = («-- PO (*-&»)■ ••(*-?«)» 

et multiplions les éléments de la première ligne horizon- 



(*) Cadchy, Exercices d'Analfse, t. II, p. 1-54, 
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taie de A par <f (a, ), les éléments de la seconde ligne hori- 
zontale par (f («j), et ainsi de suite : le déterminant A se 
changera (§111, 2) en * 

Af]>— M- 

i,A- 

Les éléments de ce nouveau déterminant sont des fonctions 
rationnelles et entières, du degré n — 1, des quantités don- 
nées; donc A TT (a, — (3*) est une fonction rationnelle et 

entière du degré n [n — 1 ), des quantités données. Ce dé- 
terminant devient identiquement nul, lorsque les éléments 
de deux lignes parallèles deviennent égaux (§ II, 4) ; donc 
il est divisible par le produit 

P(a„«„. .,a, 4 ).P(f$„p 2 ,...,F„). 

Mais ce produit est également une fonction rationnelle et 
entière, du degré n [n — 1), des quantités données; par 
conséquent, le quotient 



P(a 1 ,a 2 ,...a n ).P(p„p J ,...p n ) 

'est un nombre indépendant des quantités données, et ce 
nombre peut s'obtenir par la considération d'un cas par- 
ticulier. 

Si l'on suppose, en effet, les quantités (3 respectivement 
égales aux quantités a, alors tous les éléments du détermi- 
nant A TT (a, — {3*) s'annulent, à l'exception de ceux qui 

sont situés sur la diagonale qui va du premier au dernier 
élément. Le déterminant se réduit donc à son terme initial 
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(§11, 7), c'est-à-dire, au produit des différences 

* , a, — otj,..., a, — a n —i, a» — a„, 
a 2 — a,, * ,•••> «2 — «n— i » a 2 — «n? 

««— i — «i > a«-i — «2» • • » 5*- , a n _, — a fl , 

a„ — a, . a„ — a 2 , . . . , a„ — a„_i , * , 

.que nous désignerons (1) par 

n{n — 1) 
(-1) 2 [P(«„« 2 , ••,«„)?. 

Il s'ensuit de là que 

n(n — i) 

(->) 2 

est la valeur constante du quotient cherché. 

. 5. A l'aide du produit P (a 1? a,, . . . , a n ), on peut don- 
ner une solution spéciale du système particulier suivant 
d'équations linéaires. Si l'on pose 

Xx ■+- a?i +... + *» = i , 

.r, a, •+■ .x 7 a 2 -+- , . . -f- x n a„ = t , 

.z, a* -*-.r 2 a] -+-••• -t- #« a* = * 2 , 

on a 

(a, — a,)(a 2 — a 4 ). . .(a,-»,— a/) (a /+l — a,-). . .(«„— a f ) l 
Démonstration. — La résolution ordinaire donne 

(*) Cacchy, Journal de l'École Polytechnique, XVII* cahfer, p. 73. 
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SECONDE 


(SIX,!) 






I 1 . . 


. 1 






a, « 2 . . 


• a« 


*,= 




n — 1 n — i 
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a • • • a. 
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On en tire, en mettant les premières les i ieme * lignes de ces 
déterminants, et appliquant le théorème de l'art. 1, 

P (f, a,, . . . , a/_,, a/4.1, . . . , a„) 

f (a 4 -, a,,. . . ,a/_,, a/ + ,,. . . ,a„; 

d'où il résulte qu'il ne reste plus, au numérateur comme 
au dénominateur, que les n — i facteurs considérés ci- 
dessus. 

6. Lagrange a donné (*) , du système plus général d'é- 
quations linéaires 

.r, »H-.r 2 -K..^„ =«o, 

• x x a x +^Xi -\-...x n a n =tt, , 



la solution suivante, qui renferme le cas considéré par Cau- 
chy (5). Formons la fonction 

/(s) = (z — a, ) (z — a 2 ) . . . (z — a„) 

= C n -h C„_, z -4- G_, z> -h . . . 4- C, z"" 1 -|- z", 



(*) Mémoires de V Académie de Berlin, 1775, p. i85 ; 179Q, p. 248, sans 
démonstration. La démonstration que nous donnons ici fait voir que la 
solution du système en question trouvée par Scheibnbr (Comptes rendus de 
U Société Saxonne, i856, p. 65) ne diffère pas de la solution de Lagrange. 



%: 
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d'où nous déduirons les fonctions 

/.(*)= c, + z, 

et de plus enfin la fonction dérivée f (z) . On aura 
**/' ( a «) = «t/*-i («/) -+" Uifn-2 («i) +.-.-+■ «*_ 2 /. (a,-) -f- «„_,. 

Démonstration. —En multipliant y^_ t (z),y^_ t (s),. . ♦ 
respectivement par i, t, £% . . . , et ajoutant les produits, 
C n _* aura dans la somme pour coefficient 



z*-l _U **-» 



f + . . .^-z**- , -f-**- 



z — * 
d'où il suit que Ton a 

z — c 
De cette identité résulte le système des équations 

/_, (z) + a,/_,( 2 )+. . .+<- = {=-> 

/„_, (z) -+- o,/_, (2) -H . . . -+- a'f = i^L , 

' Z — — O62 

A-.(*) + «./^,(8)+... + a7' = /iîI. 

Z — «n 

Multipliant ces équations respectivement par x x , #j,. . ., 
ar„, et faisant la somme des produits, il vient, en vertu des 
équations données, 

x ' ( z — a, z — a 2 z — cx. n J 
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On voit par là que x t , x t , . . . , x n ne sont autre chose que 
les numérateurs des fractions partielles dans lesquelles peut 
se décomposer la fonction fractionnaire 

Ces numérateurs sont, comme on sait, 



?(«») 



»(*) 



*(«■) 



<p (z) représentant le numérateur de la fonction fraction- 
naire. 

Si Ton a , en particulier, w = i , u t = t 9 m, = *% . . . , 
il vient 

t(«)=— 73T-* 

r — a, 

ce qui s'accorde avec (5). 

7. La résultante du système analogue de n -+- i équa- 
tions linéaires, pour les mêmes n inconnues, 

*i +^a -h... -4-** =«o, 
.r, a, •+- jc 7 a, -h. . . + aT n a n =«r,, 



est, d'après le § IX , 3 , 



//„ i ... i 

/*, a, . . ,a n 



(■) 



tf, a. 



//„ a •••a 
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Cette même résultante se simplifie , en remarquant gue 

(z — a,) (z — a 2 ). ..(*—««) =z n +C,z^'4- C,^-' -+-,.. -f-C„, 

G m désignant la somme, prise avec le signe ( — i) OT , des 
roduits m km des quantités différentes de la suite a i9 

9»'.: • . , a n $ et que, par suite, 

c n -h c n _, «, -+- cu.«!h hC.ap' -+-a" 

s'évanouit identiquement. En multipliant donc les équa- 
tions données respectivement par 

kn> W— 1 « • • • t tj ) li| t i, 

et faisant la somme des produits, on trouve, pour la résul- 
tante de ces équations , 

(2) C„« -h C„_, «, 4- . . . + C 2 «„. 2 •+■ C, m„_, 4- «„-f- o. 

En comparant les coefficients de u, dans les équations (1) 
et (2), on obtient l'identité 




— (_,)*-. C^-Pla,, a 2 ,...,a„) 



8. Une fonction entière, homogène, du degré m, de 



OqX 
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deux variables x> y, 

SX ( T)*"* 

r 

r devant recevoir les valeurs o, i, 2. . ., m, et I ); désjg 

gnant le r 1 *" 1 ' coefficient binomial relatif à l'exposant J^' ' 
peut en général , pour m impair, se ramener à la forme 

^{piB + nrY* 

i 

où i doit recevoir les valeurs i, 2, • . . (*). Car les 

m + 1 coefficients p ly p, , . . . , q lf q t , , . . peuvent , en gé- 
néral , se déterminer complètement au moyen des quantités 
donnée*** 1 a \ > « • • • Au contraire , pour m pair, en faisant 

1 = 1, 2, . . . , — h 1, l'un des m-+- 2 coefficients p t ,p s ,. . . , 

q i9 q % , . . . resterait indéterminé. 
Pour réduire la fonction 

à la forme 

posons, d'après Sylvester (loc. cit % ), 

2/1— I » 

?=/>««0 Pi =Oi'y 



(*) Sylvester ( Philosophie al Magasine, i85i, t. II, p. 391 ) a donné à cette 
expression le nom de forme canonique. La forme canonique d'une fonction 
homogène entière de deux variables a été étudiée avec de plus grands dé- 
veloppements par Sylvester, (hç. cit. y et Cambridge and Dublin Mathematical 
Journal, t. IX, p, 9$). 
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nous aurons les conditions 

a 9 = £, -+- b t -K ..-+-£„, 
a x =4,a, -*-^ 2 aj -f- . . • -h &« a„ , 
# 2 =i,a -f-£ 2 a -+-••• 4- ^h* » 



En éliminant les quantités b i9 fc, , . . . , 4 n entre la pre- 
mière de ces équations et les n suivantes, on a (7) 



C„ *• -+- C„_i tf â -H ...-+- C 2 ««-a -f- Ci tf» 



:0. 



On tire de même, de la seconde de ces équations et des n 
suivantes, et ainsi de suite, les nouvelles équations 



C n a v +C )H . 1 a, + ... + C 2 fl IH . l -4-C.a» 



= o. 



C« ««_i •+■ C„-., a n -f- . . . 4- C 2 tf, n _ 3 ■+• Ci «j«_.» -+■ * ÎB -i = o. 

D'ailleurs, en donnant à z une des valeurs a 4 , a a , . . . , a„, 
on a 

C„ 4- C^z -K . .-f- C 2 z"- 2 -h Ctz"- 1 -h *" = o. 

La résultante de ces n-\-i équations, linéaires par rapport 

àC,^,..., est (§IX, 3) 



= o. 



I 


z 


z 2 


. . z" 


<*0 


*\ 


a 7 . 


• • a n 


a t 


a 7 


«3 • 


• • «/H-! 



a«_i a n a n 



#2/1-1 



Par la résolution de cette équation , on trouve les quantités 
a,, «» , ... , a n . Le premier membre de cette équation peut 
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(§ III , 4) se transformer en 



«0, 



a 2 — «|Z, 



z n — z" 



tfn-l , "» «n-l * , . . . , tf^-., — fl*i-2 Z 



et par suite (§11, 3)'en 



tf 2 — tf, Z, 






a n — « B -i2| • • • y **»*» — tfn-2* 

Après avoir déterminé a t , a a , . . . , a n , on obtient les quan- 
tités b x , i a , . . . , b n au moyen des n premières équations 
du système posé ci-dessus, art. 6, et là on trouve, pour 
condition nécessaire de la réductibilité de la fonction 
donnée, que les racines ai , a» , . . . , a n de l'équation précé- 
dente doivent être toutes différentes les unes des autres. 

9. Si l'on pose 

f\x) = tf -f- a K x -+- n 2 x 7 H-. . .-hdr n x", 

et que a t , a a , . ..,a„ soient les racines de l'équation 
f(x) = o, alors, d'après le §XI, 1, 

z et A étant des nombres différents de la suite i, i^ i%%y9 n, 
sera la condition nécessaire et suffisante pour que deux 
quelconques des racines a t , a t , . . . , <x n soient égales entre 
«lies. [& produit de toutes les différences, positive^ çt né- 
gatives, des racines, produit que l'on peut représenter (Ô) 
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par 



•— 1> 



âte 



«(*-0 



(—l) v .[P(a,,a 3 ,*...,a M )] J = (— I) 



A» S , . . . *„_, 
X| J 3 . . . S ^ 



^n—i «^n • • • ^2n — 2 



a été appelé récemment le déterminant de l'équation 
f(x)=o (*), parce que sa valeur nulle indique l'exis- 
tence de racines égales dans l'équation, et que, lorsqu'il 
n est pas nul, on peut décider, d'après son signe, si, parmi 
les carrés des différences des racines, il y en a un nombre 
pair ou un nombre impair qui sont négatifs, c'est-à-dire si 
l'équation a un nombre pair ou un nombre impair de cou- 
ples de racines complexes. 

10. Pour représenter le déterminant de l'équation 
f(x) ■= o sous* la forme d'une fonction rationnelle des 
quantités 



«0 #1 



<*n-\ 



on peut exprimer, au moyen des quantités données, les 
.sommes des premières, des deuxièmes, des troisièmes, . . . 
puissances des racines, c'est-à-dire, s v , s t , . . . , s n (**), ou 
l'on peut transformer le déterminant 



s t . . . s n _ { 
s, . . . s n 



$»— I s n • 



- $2n- 



dc telle sorte que les relations établies par Newton (***) 



(*) Gatos, Démons tr. nova altéra, 6(Comm. Gœtt., vol. III). 
(**) An moyen des formules données par Girard, en 1629. Voir Klugel, 
Dictionnaire de Mathématiques, art. Algèbre, p. 56 

(***) Arithmétique universelle, éd. S'Gravesandc, p. 19 > . 
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entre s , s t , s t , . . . conduisent à l'élimination . 4$ CÇ? der- 
nières quantités. Pour employer ce dernier mo^eb^obàp- 
geons le déterminant donné, de degré n, dans le ^J&fmi- 
nant suivant, de degré sn — 2 (§11, 6) , ;^" l -i' " ■ • 




Ajoutons maintenant, à la seconde ligne verticale, le pro- 
duit de la première ligne verticale par -^ ! ; à la troisième 

ligne verticale, le produit de la seconde par -^' et celui 



a n 



de la première par -j- 2 \ à la quatrième ligne verticale, le 



*«-, 



produit de la troisième par -^ , celui de la deuxième par 

-^> et celui de la première par -^ : - 3 ; et ainsi de suite. On 
a ainsi 



s, . . . .<„_■ 

•ï 2 . . . *n 



«n 


**-. 








ff„_j 


O 


°n . 








tf„~. 


O 


O 








<*n 













tf_.V, -U fl_ ,$. .- 


<l n So 


<7 n .y, 


+ 


"/,- 


.*o 


<V: + <*n-\*x -h **- 2 * • • 


a n s x 


<7 n V 3 


-h 


«n- 


1*1 


"« *.i "H rt/1-1 .^j -h 1 n -i*i • • • 
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A laide des identités 

(n — 1) a w _, =a n s t -+- *„_, j , 
(3-— 2) a u ^ 2 =za n s 2 ^a n ^ i s t -+-««-^0, 
(n — 3)û b -3 = ^«*3-H««-i fi-r-««_aJi -4-««-3^> 
etc.,'. . ., 

les éléments du dernier déterminant peuvent s'exprimer de 
telle sorte que, dans chaque élément, il n'entre qu'un seul 
des coefficients a , a x , . . . , a n à la première puissance. 

On reconnaît ainsi que le déterminant de l'équation 
f(x) = o est une fonction rationnelle et entière, du degré 
an — a, des quantités 

— , — , . . . , , 

qui devient homogène en la multipliant par a***""' (*). 

H. Sif(x) est divisible par (x — a*)*, la fonction dé- 
rivée f'(x) sera divisible par (x — a*)*"" 1 »/" ( x ) ' e sera 
par (x — ai) *"*, et ainsi de suite. Par conséquent, lorsque 
a k sera une racine du degré de multiplicité h de l'équation 
f(x) = o, les équations 

/(*) = o, /'(*) = o, /*W = o,...,./(H(») = o 

auront la racine commune a k , qui entrera Àr — i fois dans 
f (x) = o, h — 2 fois dans/" (x) = o, etc. 

En supposant maintenant qnef ,f (x) ne s'évanouisse pas 
en même temps quef(x) et/ (x), soit R = o la résultante des 
équations f(x) = o et/' (x) = o ; R ne différera du déter- 
minant de l'équation/ (x) =o que par un facteur indépen- 



(*) Cette remarque a été faite en partie par Joachimsthal, Journal de 
Crêlle, t. XXXIII, p. 37 1, puis complétée par Jaeobi, Journal de Crelle, t. XL, 
p. 344. 
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dant de — > — » • • • 5 -^- La quantité R est, en effet, une 
a n a n a n ^ 

fonction rationnelle et entière des quantités 

— , — , ... , , 

a n a n a„ 

et elle est d'un degré inférieur à in — i , parce que, en 
vertu des équations données/"^) =b et j 1 (x) = o, les 
coefficients de f(x) ne sont pas indépendants entre eux 
('voir § XI, 2-4). Mais on peut considérer R = o comme 
la résultante des équations de degré n — i , 

/'(.r) = 0, nf(x)-rf[x)=0, 

puisque f(x) s'annule nécessairement en même temps que 
/' (x) et nf(x) — xj' (x). Les coefficients de chacune de 
ces dernières équations sont indépendants entre eux; donc 
R est une fonction rationnelle et entière du degré n — 2 
(§ XI, 4), des quantités 

a n a n a n 

Le déterminant de l'équation f(x) = o est également une 
fonction rationnelle et entière des quantités 

qidu degré ^^2 (10). Actuellement le déterminant de 
réquation/*(;r) ==0 ne peut s'annuler sans que deux racines 
de l'équation f(x) = o ne soient égales entre elles, ou que 
les équations f(x) = et /' (x) = o n'aient une racine 
commune, ou que R ne s'annule. Donc le déterminant de 
l'équation f(x) = o ne peut différer de R que par un fac- 
teur indépendant des rapports des coefficients de f (x) . 

En réalité, le procédé indiqué dans l'art. 10 pour la for- 
mation du déterminant de l'équation f(x) = o coïncide 
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entièrement avec la méthode par laquelle Euler et Bezout 
ont formé la résultante des équations 

/' (x) =0, nf{x) — xf [x)z=o 

( § XI), 4 . En appliquant la méthode abrégée d'élimination 
de Bezout (§XI, 5), on trouve le déterminant cherché sous , 
une forme plus concise. Les formes particulières que Ton a 
établies pour les déterminants des équations de degrés par- 
ticuliers, se trouvent dans un Mémoire de Tortolini (An- 
nalidiSc. matem. Roma, novembre i855). 

12. Au lieu de la fonction f(x), on peut considérer la 
fonction homogène 

?(*)7) = ff or B + fl i/"** ,j: + - • •+**-« J.**- 1 -t- a n x n , 
ou 

qui est identique avec f[x) pour j= i (*). Les coeffi- 
cients binomiaux ont été donnés comme facteurs aux coeffi- 
cients de la fonction, afin que l'égalité de toutes les racines 
de r équation f(x) = o ou <f (x,y) = o ait lieu dans le 
cas où 

b 09 b l9 b 7 , . . . , b n 

forment une progression géométrique. En remplaçante/^) 
par <f (x, i), on a, au lieu de/^x), 

dy(x, i) 
dx 



(*) Cet important artifice d'analyse a été employé par Plûcker, Siyst. der 
analyt. geom., § 1, 7; parHesse, Journal de Crelle, t. XXVIH, p. 102; par 
Joàchimsthal, Journal de Crelle, t. XXXIII, p. 373 ; par Jacobi, Journal de 
Crelle, t. XL, p. 2/17, et par d'autres ; et pour l'objet actuel, par Salmon, 
Higher plane curves, p. 396. 
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et comme, d'après le théorème d'Euler, on a 

il viendra, au lieu de nf(x) — xf ( x) , 

dtf(x, i) 

où l'on fait/ = i après la différent! a tion. Si R=±o est la 
résultante des équations 

dy{.x n i) __ dff (x, i) 

</* ~°' dy ~°' 

alors, d'après (11) , R sera, à cela près d'un cer- 
tain facteur numérique, le déterminant de l'équation 
ç(*,i) = o(*). 

On trouve, d'une manière analogue, pour l'égalité de 
trois racines, au lieu des conditions f(x) =o,f (x) = o, 
f n (x) = o, les conditions 

aPy(ar,i) __ <**?(*, Q __ d 2 y(.r, i) __ 

d* ~° 9 dxdy ~ ' <r> ~ o; 

pour l'égalité de quatre racines, 

dx 3 ~~°' dx'dy ~°' dxdy* ~~~ °' dy' ~~°* 

et ainsi de suite. 



13. Le déterminant de l'équation /(x) = o est le terme 
connu de l'équation dont les racines sont les différences 
entre les racines de l'équation donnée (**). 



(*) Soient »,, u s ,...,u n les quotients différentiels partiels de la fonc- 
tion homogène u, de n variables; si R=o est la résultante des équations 
u t = o, u, = o>. . . , u n = o, R sera ce que Sylvester appelle le discriminant 
delà fonction homogène (Philosophical Magazine, i85i, t. II, p. 406). 

(**) Cette équation, connue sous le nom adéquation aux carrés des dif- 
férences, a été employée par Waring {Mise, anal? t., 1762), dans la recher- 
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Si x prend, en vertu de l'équation/ (x) = o, les va- 
leurs 

a,, a 2 ,. . . , a„, 

a prendra, en vertu de l'équation/ (x -h«)=o, les va- 
leurs 

a, — x, a, — x, . . . , a n — x. 

D'après cela, en vertu des deux équations f[x -f- u) = o 
etf(x) = o, u prendra toutes les valeurs qui se déduisent 
de a, — a*, en remplaçant i et A par tous les nombres de la 
suite i , 2, . . . , n. Si Ton désigne maintenant par V (u) = o 
la résultante des équations f (x) = o et f (x -h u) = o, 
V(u) sera une fonction rationnelle et entière de u, du 
degré ri* (§XI, 2), puisque les coefficients de x dans 
f[x-\-u) atteignent et ne surpassent pas le degré n par 
rapport à u. V (u) s'annule lorsqu'on donne à u une des n* 
valeurs a, — a*; par conséquent V(u) = o est l'équation 
cherchée aux différences des racines^ ce) = o. 

La différence a 4 - — a k étant nulle pour i = k y l'équation 
V(w) = o aura n racines nulles, et par suite V(u) sera 
divisible par u n . Les autres racines de cette équation sont 
en général différentes de zéro, et opposées deux à deux 3 
donc 

V(«) 
u n 

est une fonction paire de u du degré n (n — 1), ou une 

fonction de u* du degré 



che des racines d'une équation donnée. Dans les Transactions philosophiques, 
1763, p. 294, Waring a fait connaître, sans démonstration, les équations 
aux différences des racines des équations du 4 e et du 5 e degré, avec les ca- 
ractères qui en résultent pour la réalité des racines de ces dernières équa- 
tions. L'équation aux différences des racines d'une équation donnée a été 
traitée avec développement par Lagrange ( Histoire de V Académie de Berlin, 
1767, p. 3H, art. 8, et Résolution des équations numériques^ art. 8 et 96). 



.->■ 
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Gomme on a, par le théorème de Taylor, 



=/(")+xn«) + -^/''(io + 



I .2 



V (m) = o est évidemment la résultante des équations 



et 






la résultante des équations 

o ==/»(*) + ^r(*) +7: ^/-(*)4-... + «.«!--'. . 

En faisant, dans cette dernière, u = o, on obtient la résul- 
tante des équations f(x) = o et/' (x) = o, c'est-à-dire 
la condition pour que deux racines au moins de l'équation 
f(af) = o soient égales entre elles (H ). 

§ XIII. — Des déterminants fonctionnels. 

1. Etant données n fonctions/ij/i,. ..,,/„ des n varia- 
bles x u Xi, . . . , x n , etfi,k désignant la dérivée partielle de 
fi par rapport à la variable jr*, de sorte que 

, 4fi 

dx k 

le déterminant de degré n, 



R = 






APPLICATIONS DES DÉTERMINANTS. Il3 

s'appelle le déterrrtinant du système des fonctions données 
ou le déterminant fonctionnel du système ( *) . Ce détermi- 
nant se réduit à un déterminant de degré inférieur, lors- 
que, par exemple, f x ne dépend que de x u f t que dex t et 
de Xt (§ II, 5). Le déterminant fonctionnel se réduit à son 
terme initial, lorsque f est une fonction de x iy f une 
fonction de x x et de x t9 f 9 une fonction de x u de x 9 et de 
•r 8 , et ainsi de suite (§ II, 7). 

2. Soi t/i une des. n fonctions données de x t , x t , . . . , x n , 
dans laquelle la variable x x ne manque pas : alors x x est 
une fonction déterminée de/i , x% , . . . , x n . Soit/i une des 
fonctions restantes, dans laquelle la variable x f ne manque 
pas, après que x t a été exprimée au moyen de/i, x t , . . ., x n : 
alors x t est une fonction déterminée def,ft , x s , . • . , x n . 
Soit/ 8 une des fonctions restantes, dans laquelle la varia- 
ble x 8 ne manque pas, après que x x a été exprimée au 
moyen de/j , a:,,. . ., x n , et x t au moyen de/ t ,/, , x 8 ,. . ., x n : 
alors a: 8 est une fonction déterminée àef u f^f ty #4,..., x n . 
Et ainsi de suite. D'après cela, on peut considérer, quoique 
en général implicitement, 

/, comme fonction de x u x 29 «r 3 , , .r„, 

^y * /a de /,, .r,, *,, , x H , 

yâ • ^ yi) y j» ■ r s> 1 x Tf> 

fn ( * e f\y fit f*i • • • » /n-D *w 

En entourant de parenthèses les dérivées partielles des/* 
fonctions ainsi transformées, pour les distinguer des déri- * 
vées partielles des fonctions données, on obtient le détermi- 
nant fonctionnel du système proposé sousla forme du produit , 



\dx) \y*J'*v* ny r )' 



(*) Jacobi, Dé determinantihus functionalibus {Journal de CreW', t. XXII, 
p. 319), § 5. 

(**) Jacôbi, Det.funct., § 8. 

8 
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f ^ J n'étant pas différent de Jf-, tandis que (-p\ diffère 

df •""" 

de -^en ce que yi est considéré, dans le premier cas, 

comme une fonction de/i, x s , . . . , jr„, et dans le second, 
comme une fonction de x u x t , . . . , x n ; et ainsi de suite. 

Démonstration. — D'après la supposition faite sur/J, on a 
On a donc (§ VI, i) 



d A 
dx x 






dx t 



d A 

dx„ 



mm- 



\dxj \dx 2 ) 
\dxj \dxj \dxj ' 



Les deux derniers déterminants se réduisent à leurs termes 
initiaux (§11, 7) ^ l'un a pour valeur l'unité, l'autre est 
égal au produit ci -dessus. 

3. Théorème. — Si le déterminant R du système de 
.^fonctions fuf%). . ^f n s'annule identiquement, les fonc- 
tions données ne sont pas indépendantes les unes des au- 
tres, et réciproquement (*). 

Ùémonstration. — Si le déterminant R s'évanouit iden- 
tiquement, il faut qu'un des facteurs du produit (2) 



(#\ (*y..(*y 



(*) Jacobi, Det.Junct., §§ 6 et 7. 
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s'annule identiquement. Or les quantités 






sont, en général, différentes de zéro, puisque, par hypo- 
thèse (2),/i contient la variable x iy f t la variable x 9 ,'.... 
Il faut donc que ce soit 

\ dx„ ) 

qui s'annule identiquement, c'est-à-dire que la demi ère fonc- 
tion^ doit pouvoir s'exprimer indépendamment de x n , au 
moyen à.ef\ y fi ,» . • ,/n-i seulement. Mais il peut aussi se 
faire que ar„_, et x n n'entrent dans aucune des deux der- 
nières fonctions, après que Jion a exprimé la variante x, au 
jpooyen de^i, x f , . . . , x n \ la variable x f au moyen def tJ f t , 
x z . . . ,x n ,. . . , et enfin la variable a:„_ t au moyen de 
/i,. . .ifn-uXn-u x„. Dans ce cas, la quantité 






doit aussi s'annuler identiquement, c'est-à-dire que cha- 
cune des deux dernières fonctions f n -\yf n doit pouvoir 
s'exprimer indépendamment de x„__i, x n , au moyen de 
fn ft » • ■ • >fn~t seulement. Et ainsi de suite. 

Réciproquement, si les fonctions données ne sont pas 
indépendantes les unes des autres, mais que^, par exem- 
ple, soit exprimable en/i,^, . . . , f n _ x seulement, sans jc n , 

alors I -j? ) est identiquement nul, et par suite il en est de 

même de R. 

Cas particuliers. — Si./n,/i> • • • >./n sont des fonctions 
linéaires de x i9 Xi, . . . , #„, le déterminant de leur système 
< jie diffère pas de celui des équations linéaires (§ IX, 1) 

-y*w' 7f=«„ /, = «„..., f n = u n . 
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Dans le cas où ce déterminant s'annule, Tune des fonctions 
données est exprimable au moyen des autres, en vertu 
d'une équation linéaire de la forme 

Ci/i -+-r,/ 2 -f- . .. +c m f m = o, 

ei les équations données ne sont pas indépendantes entre 
elles (§ IX, 2). 

Si /i, fi, . . . > f n désignent les dérivées partielles d'une 
fonction F, le déterminant fonctionnel R n'est autre chose 
que le déterminant des dérivées partielles du second ordre de 
F, et a été appelé par Hesse (Journal de Cr elle, t. XXVIII, 
p. 83), pour abréger, le déterminant de F. Le même déter- 
minant fonctionnel a été nommé par Sylvester (Cambr. 
and Dublin math. Journal^ï^Sl, p. 186) le Hessien (Hes- 
sian) de F. Lorsque, en particulier, les dérivées, pai~ 
tielles de F sont liées par une équation linéaire de la 
forme 

<?■/. -h Cifi -4- . . . •+- c n / n = o , 

le déterminant de F s'évanouit identiquement; et parla 
substitution linéaire 



F se change en une fonction des variables j u y % , . . . ,y n ^ x ^ 
à cause de 

dY „ dx, „ dx n 

Voir Hesse, Journal de Crelle, t. XLII, p. 117. 

4. Soit U une fonction donnée des quantités/!, /„ . . ^/à*. 
chacune de celles-ci étant une fonction dotinée des ijdaô- 
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tités x>, x,, . . . , x n ; soit, de plus, R le déterminant fonc- 
tionnel 

y;...-./.. 

//!,» • • • Jn.i 

^intégrale multiple 

fvd/ l d/ 2 ...d/ n 
est égale, en valeur absolue, à l'intégrale 
I JJKdx t dx 7 . . . dx n> 

les limites des nouvelles intégrations devanl^^tfe détermi- 
nées au moyen des limites données des in|ég£a^ions pri- 
mitives (*). ^ a 

Démonstration. — Considérons d'abord; comme ci- 
dessus, 

f t comme une fonction de x x , .r., , .r 3 , . . , x n ; 

fi tle/i, x a , x 3 , . . . , x n ; 

J3 ••••••• «e yî , -yà > «^3 » • • • > «**« î 



/. 



de/,, /,,.-. . /«_,, .r„, 



et distinguons les dérivées partielles des fonctions transfor- 
mées en- les entourant de parenthèses : on pourra intro- 
duire successivement, comme il suit, les nouvelles variables 
dans l'intégrale donnée. 

En commençant par intégrer par rapport hf n , il faudra 

(-* ) La transformation d'une intégrale multiple a été effectuée pour la 
première fois par Euler, 1759, Nov, Comm. Petrop., 14» I> p. 72. Peu de 
tempe après, Lagrange ( M émoires de V Académie de Berlin, 1773, p. ia5)a 
traité la transformation d'une intégrale triple par une méthode applicable 
au cas général. La transformation d'une intégrale multiple en général est 
due à Jacobi (Journal deCrelle, t. XII, p. 38, et Det. Junct., § 19). 
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remplacer la différentielle df n par f ^ JL \ dx n , pour intro- 
duire, au lieu de la variable/,, la variable x n . On a d'aprèjSV 
cela --,iVj 



Jvdf [ df i ...df n = jv (^d/ l ...df^ l dx n . ^j^' 

En commençant le développement de cette intégrale trans- 
formée par l'intégration relative à /„_!, on devra rempla- 
cer dfn^ par ( ■ "~' \ dx n _ x , pour introduire, au lieu de 
la variable^^,, la variable x„_, , ce qui donne 

''■ f v { d é.) J/ - ■■"■""*■ 

En continuant ainsi, on obtient finalement 

Mais le produit des dérivées artificielles qui supposent les 
transformations ci-dessus, n'est autre chose que le déter- 
minant des fonctions données /^/i,. . . ,f n (2). 

5. On parvient à la même règle en poursuivant la mé- 
thode que Lagrange a employée (/. c.) pour la transforma- 
tion d'une intégrale triple. 

fi,fî<, • . • , f n étant des fonctions des vaViables '*• 

•El j •Eli • • • > •En y 

on a le système des équations linéaires 



dfn ~=fn t \dx K -h/„,^d.r 7 -h . . . -hf„, n d.r n . 
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La résolution de ce système donne (§ SÇ^ty 

en posant 

J 1,1 • • • /i-i 



R„ = 



y«, 1 • • • Jn,i 



et désignant par <p iik le coefficient de /),*, c'est-à-dire de -y-î 

dans R n , de sorte que, en particulier, ç n>n = B„_, (§ III, 5) . 
Soit maintenant 



f'tîâ%df 1 ...df m 



l'intégrale multiple à calculer, et U une fonction donnée 
de/i,yj, . . . , f n . Si, dans la suite des intégrations à effec- 
tuer, on commence par l'intégration relative à f n , on a à 
chercher la somme de la différentielle Udf n , avec la condi- 
tion que /ij/s,. .., fn^t restent constantes. D'après cette 
condition, on a, dans le système précédent d'équations 
linéaires, 

4/I = o, rf/ 2 = o,..., <//,_, = o, 
et par conséquent "*\* v " c — 



:■> 



Rn-, d/ n = R R rfj7 a , 



œ! sorte que l'on peut remplacer df n par — — dx R . On a 
pa> co^équent 



Rn— t 



. *r 



■ - jUdf x ...df m = J\l^-dJ x ...df n _ x d.v n , 

► les limites de x n devant être déterminées d'après le» limites 
données à$f n . Si Ton commence le développement de Tin- 
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tégrale ainsi transformée par l'intégration relative à la va- 
riable/,,^, on a à chercher la somme de la différentielle 

U ^-^- fl^M-i îfnft'i • • • ? fn-*i x n restant invariables. Mais 
on a, dans cette supposition, 

<//, = o,..., df n „ 2 =:o 9 dx n = o, 

et par suite on a le système de n — i équations linéaires 

o=/,, dx x -h. . . -h/, n -, dx,^, 



O ~f n -.2 A dx s -h . . . +/n_j, B -i ^n-i , 

<*/«-i =f n -i,i dx y -+- . „ v *t<- f & r ,,„_, dx^. 
On en tire, comme ci-dessus, 

R 

de sorte que Ton peut remplacer df n _ t par -^ dx n _ l% et 

R n _ a 

R R 

U — ^- ^/i,«i par U «-^- dx n ^i. On a donc, en prenant d«s 

limites convenables, 

j£^j*i rf/,,. <*/_, <*r n = fui^,.., #«**-. dx n . 

J*..*M\. a - i J R„_2 

L'expression qu'on vient de trouver pour l'intégrale mul- 
tiple cherchée peut se transformer par des considérations 
analogues, en remplaçant, en vertu d'un système de n — 2 

équations linéaires, df n _ t par —^ <£r n _j, ce qui dboçte \ 

R|ï-3 

/U g-2- «{/!... df^dx^ dx n 

= / U 5-^- df y . . . rf/,^ <&?/»-> ^«-1 «tejtî 
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^^b|f&ide mite. On trouve enfin, de la même manière, 



% ..**rç 



■rfL T" U 5T d f i * X *' ' ' dx * ~ / UR " ^ r ' <**«•••*■*■ 



açant par intégrer relativement à /i, et rempla- 
çant, en vertu des conditions 

dx 2 = o , tf*.r 3 = o , . . . , dx H ;= o, 

la différentielle d[/i par-—- dx t , c'est-à-dire par Rfdlrt. 

6. Si /i , /i, . r . , ^ ne sont pas données immédiatement 
en fonction de jc n x„ v . . , x n , mais en fonction des p 
quantités y t , y f , . . , ,y p , lesquelles sont des fonctions don- 
nées des variables x,, ar t ,. . . , x„, on trouve leur détermi- 
nant fonctionnel de la manière suivante (*). On a, par 
hypothèse, 

df^^dfj.dy^^d^d^^ dfj dy p ^ 

dx k djr x <ix k dft dx k '" dy p dx h 



et par suite 




Ci,k = «iM ^i,A-f- «,,2 b 7t u 4- • 


. . -hai, p b p ,k 9 


en posant 

dfi dfi 

d*k dy k 


'"-Si" 



Si Ton désigne par P, Q les déterminants des éléments 
a, b y et par R le déterminant cherché des éléments c, 
on a (§ VI, l),pour/>0, 

R = o, 

c'est-à-dire que, si les fonctions données peuvent s'exprimer 
au moyen d'un moindre nombre de fonctions des mêmes 
variables, le déterminant fonctionnel est identiquement 
nul, comme on pouvait s'y attendre d'après le théorème (3). 

(•) Jacobi, Det. /une t., § n. 
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Si p == rc, on a R = PQ, c'est-à-dire 





m...*. 

dx, t 


ix n 


z= 


d Il . d Il 

dy x dy n 




dy, ^ 
dx x 

dXy 


. d i± 

dx A 


+. 




dfn df,, 
dx x dx n 


d ll... d LL 
djr t dy n 




Si /> > m, on a R = 2) PQ, c'est-à-dire 






df^df, 
dx x dx n 




d Jl d li... 
dfr djr s * 




dy r 
dx x 


d lL... 
dx 2 






= 1 


d ll d l±... 
djr r dy s 




d i± 

dx x 


d ll... 
dx % 




df n d/ n 




dx 


• dx n 












. 





Le» termes de cette somme sobtienuent en prenant, pour 
le système r, j, . . . , toutes les combinaisons de n indices 
pris dans la suite i , 2 , . . . , p. 

7. Si/i^i, . . . , f n ne sont pas données explicitement en 
fonction de x u X, ,. . ., x n , mais implicitement, par la 
condition que n fonctions <j>i, y,,..., <p n des variables 
/n/*>- ••>/.* *n ar„...,ar n 8'annulent,ona 



dx x 


.. d Il 

dx n 


.=(-!)" 


dtfi ^ 
dx x 


dy x 
dr n 


: 


dy x 

df,' 


df, 
" df„ 




" d* n 


dv n 

dr x 


dy n 
dx n 


dlfn 

df,' 


dfn 
"df„ 



(*)• 



Démonstration. — En vertu des équations données 

<p,=0, <p 2 =o,..., <p„=0, 

chacune des quantités /i, yi, . . ., f n peut s'exprimer au 
moyen des quantités x i9 x 2 , . . . , x n . En substituant les va- 
leurs trouvées dans l'expression y iy on obtient l'identité 
fi = o, et en différentiant celle-ci par rapport à x k9 il en 



( * ) J.\cobi ; Det . Junct . , § i o . 
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résulte l'identité 

^Hi^Ùi^L^ i '!** dfn = o 

dxk df x dxk df H dxk 
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c'est-à-dire 
en posant 



Ci,k = £/,l «i,* H- • • • "t- bi.n n „,k , 



, dfi d/i 

Ci *=—dt; bi - k= w "'•*-&«• 

En désignant les déterminants des éléments c, i, a respec- 
tivement par T, S, R, on a (§ VI, l) 

T = SR, R = T:S, 



et d'ailleurs (§111, 2) 

T = (-i)- 



rf#, dx n 



8. Lorsque / t , / t ,..., ^ sont données en fonction 
de Xi , x 8 , . . . , x n par les conditions que n-\-p fonctions 
¥i><p»v> < pf»+/> des variables / t , /,,..., / n+p , x t , x s ,..., ar n 
s'annulent, on a (*) 

df x df { 
. • • • — 






= (-■)" 



d<fi 
dXi 


d<fi d<f t 
dx n d/ n+t 


d<fi 




dtfx 
dj\ * 


dy x 

dfn+p 


d<f„+p 
dx l 


d<fn+p dy n + p 

dx n df n+x 


. df f»+P 

d/n+p 




dfn+p 

df, 


df„-i- p 

df lt +p 



Démonstration. — En vertu des* équations 
ôn peut exprimer /^ +1 , f n +2> - . . > f H + P ' au moyen des autres 



(*) Jacobi, Del.funct., § i'.\ . 
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quantités; par conséquent, en vertu des équations 



<p. = o, y, = o, 



y* = o, 



les quantités f t , f % , . . . , f u seront exprimables en x t 9 
x t ,. . .*x n . On a donc (7), pour < = i, a, , . . , n-hp, tant 
que h ne surpasse pas «, 



r/ar* ^ dx k 



dy df n _ 
df n dr k ~~ 



c'est-à-dire 
en posant 



C 



C,',k = &«,. <*i,* -f- . . . -+- &/,„ tf„,*, 



«** #* dx k 

Si au contraire A est plus grand que n , posons 

Ci,k =-Tr = b i,k- 

dfk 

En désignant les déterminants de degré n + p des élé- 
ments c et b , et le déterminant de degré n des éléments a 
respectivement par T, S, R, on a (§ VI, -4) 

T = SR, R = T:S. 

On a, en particulier, 



dfx 


dy { d<f t 
dx x df, 


d<ft 

'Wn 




d<ft 
df. " 


df, 

'dfn 


dx { 


dfn d<?n 
dx x df 7 ' 


df n 

" df n 


: 


dfn 

df," 


dfn 
' df n 



9. Soient f u f f9 . . . , f n des fonctions, indépendantes 
entre elles, de i„ x s , . . . , x n ; les quantités Xi, x îv . . , x rt 
seront aussi des fonctions indépendantes entre elles de 
t /i) J\> ' • • » ./L- Le déterminant du système /i, /«...,/„ 
ot celui du système x, , j? t , . . . , x n sont réciproques l'un 
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de l'autre, c'est-à-dire que leur produit est égal à l'unité (*). 

Démonstration. — Pour différentiery) par rapport à f k , 
il faudrait exprimer x i9 x t , . . . , x n au moyen de f x , /i, . . . , 
% /*„, et former 

j#<^ dfttte, dfj dx n 

dx t df k dx, df k " ' dx R df k 

Or cette somme est égale à zéro ou à l'unité selon que k est 
ou n'est pas différent de i, puisque^/i,^, . . . * f n sont indé- 
pendantes entre elles. 

Désignons -j-^ parti;,*, -— par i l)A , et la somme en 

question par c iyk . En désignant de plus par R, S, T les 
déterminants 



«M • • • a x,n 



&n.l • • >#rt,w 






«■.,.. • >C\,n 



L n,\ • • ««-n,!! 



on a 



<7,A = ff/.i ^i,* -H • • -H- tf',« ^//.* » 
et par suite (§ VI, 1) 



T = RS. 



Or c iyk est égal à o ou à i selon que k est ou n'est pas diffé- 
rent de i; par conséquent T = i (§11, 7), c'est-à-diçe 

dx s dx K 
dfi""¥« 



dx x 


dx„ 




dx t 


dx n 



dx n dx n 
df/" df n 



10 S R et S ayant la signification ci-dessus, et les coeffi- 



(*) Jacobi, Det. funct., § 8. — Voir IVJgEBirs, Journal de Crelle, t. XII, 
p. n6. 
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dents de -j^ dans R et de --j dans S étant désignés par 

* M , /3 4 , Â , on aura (*) 

fai _ a^i df± pu 

<tfk ~ R ' <Ar * "~~ S ' 
dx x dx { 

W< " ' Wm 
R 

dr m dx m 
àf, ""df. 

dx x tlr m 

dx { dx m df m +, d/„ 

Démonstration. — D'après les notations employées (9), 
1 a 

«l,i ^\,k -H «1,2 ^.* "+-. • -ha\,nbn,k = O, 
dk,\ £.,*-+- <*k.i b^k -\-. . .+ Qk t n b n ,k = I , 



df m ^ 


df m ^y 


dx m + t 


dx n 


df„ 


.. Il 

dx„ 


dx m +\ 


dx m+{ 


dfm+i 


dfn 


àx n 


dx n - 



a„,i bt,k-+-a„,2b 3t k-+~. . .-h a n>n b„ t k= o. ■■* 
Multipliant ces identités respectivement par v 

et faisant la somme des produits, on a (§ III, 1) 

R bjj = a*,/. 
On a de plus (§ VII, 2) 



*l,l • • • «i,m 



a «, i • • • 3-m,m 



hi.w-Hi • • • K /n-+-l,i 



"-n^m-f-i • • • <*«,/! 



(*) Jacobi, Det. funct., §§8 et 9. 



APPLICATIONS DKS DÉTKKMITV AKTS. I 2J 

En substituant les valeurs que Ton vient de trouver pour 
a i,i5- • • 9 «»,«i le premier membre devient (§ III, 2) 



R* 



b m ,\- • •£« 



d'où résulte la seconde propriété énoncée. Les autres pro- 
priétés résultent de celles que l'on vient de démontrer, en 
échangeant simultanément f avec #, R avec S. 

H. En désignant par t une quantité dont /i, / s , . . . , f„ 
dépendent suivant une loi donnée, on peut former 

d Jl d J± d Il 

dt" dt 9 '"' dt' 

Les quantités jc n x i9 ..., ar n , qui entrent dans ces quotients 
différentiels, peuvent s'exprimer au moyen de/i, / îv . .,,/„, 
et alors on peut différentier ces quotients différentiels sui- 
vant /i, /î,. . . . Le déterminant fonctionnel R (9 et 10), 
qui était d'abord une fonction de .r,, a: 2 , . . . , x n , peut s'ex- 
primer au moyen de /,, /i, . . . ^f n ^ et alors on peut le dif- 
férentier par rapport à t. En désignant, d'autre part, par u 
une quantité dont x t , x 2 ,. . ., x n dépendent suivant une 
loi donnée, etc., on a, d'après les notations admises (*), 

n « "? 4 «~ 

f/logR dt dt at 

dt df K ^ d/ 2 ^ ^ df n 

'(•S) "( s §) "( s '#) 

o = — ^— 1 ^— h ... 4 , 



(*) Jacobi, Dct. funct.y § 9. — Voir Jacobi, Journal de Crellr, t. XXVII, 
p. 309. 
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pareillement 

dr t dx* dx„ 

ti « ""T" d—-— d—r- 

rtlogS <ra r/a . rfit 

cfa «te, dx 7 ' dx n 

'(»£) '(»S) '(»£) 

o=~4 -+-^7 + ...+• -^ -« 

«jt, dx 7 tlx a 

On a en particulier (*) 

dctk.x dctk t i dxk tft 

dx x dx 2 d.r n 

Démonstration, — D'après le § III, 10, on a 

dK ^ da it k 

i,k 
et d'ailleurs (10) 

n dx k 
dji 
et 

da itk d*fi 



de dtdx k 

Mais on a maintenant 



















d d Ii 




*fi 


dx K 




*f> 


'/x. 




f/ 3 / dx„ 


dt 




dtdxy 


d/ é 


■+■ 


dt <lx- 


.«# 


. . .+ 


dt dx n d/ t 


<t.rr 


et 


par suite 
























rf^ 




d d Â 








. dt 


rzr 


»2- 


4T' 


rflog. 


R ^ dt 

i 





[*) Jacobi, Journal deCrelle,t. \XVIT, p. «oj. 
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On a, de plus, RS = i (9) et par. conséquent 



et 



logR + logS = 


-°, 


rflogS y 
dt £à 


dt 
~df~ 



Le déterminant fonctionnel S étant une fonction des quan- 
tités f u y 2 , ...,/*„, qui renferment la variable t , on a 

dt — df x dt + df 2 dt + " " * ,_h # n *fr "■ 
Si Ton joint à cela que 



4 '(-S). 



#î A +S <//• "" dj t ' 

on obtient la seconde des identités que nous avons posées. 
Les identités analogues s'obtiennent par rechange simul- 
tané de £, /, R avec u 9 x, S. 

Si en particulier t = x k , on a (10) 

df 

S-7-Î- = B*,,-, etc. . 
dxk ■ :. > 

'.:■*" 
12. Si l'on désigne par X, X n ..., X n des fonctions 

données de x, x t ,..., x n , par/ une fonction indéter-; 

minée des mêmes variables, et que Ion posé 

si l'on désigne de plus par/i,/i, . . . , / n , « solutions indé- 
pendantes entre elles de l'équation linéaire aux différen- 
tielles partielles <p (/) = o, de sorte que i|/ (/,), ty (/ t ), . . ., 
^ t/») s'annulent identiquement, il existe un multiplica- 

9 
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teur M , au moyen duquel <p (f) devient le déterminant 
des fonctions f y f i9 ...,/„ , c'est-à-dire qu'on a 

d L EL ...EL 

dx dx x dx n 

*5 #. .' EL 

dx dx x dx n 



M+(/) = 



^1^1 ...IL 

dx dxi dx n 



et Ton a, en désignant par i un indice quelconque, et par A, 

le coefficient de -/- dans le déterminant fonctionnel , 

dxi 

M =x? 

ou, ce qui revient au même, M est une solution de l'équa- 
tion linéaire aux différentielles partielles 



,_<%X) , rf(|xX,) 



d(pXn),. 



dx 



dx v 



dx n 



n 



En effet, du système des équations linéaires 



♦(/j-x£ + «. * + ...+*.£ 



o=X^-f-X, 
dx 



dxx 



dx„ 



dx dx x 



dx n 



il résulte (SIX, 1) 

+ (/)A 4 =X | .R, 
R désignant le déterminant du système linéaire, et A, le 



(*) Jacobi, Journal de Crelle, t. XXVII, p. qio. 
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If 

coefficient de •— dans R. Si Ton fait maintenant 
dx, 

A, = MX,-, 
on a (14) 

if(MX) , rf(MX.) , rf(MX.) 

— 1 z h • • • H -z = O. 

dx dx x dx n 

Remarque. — La fonction des quantités x, x i ^. . ., x, n 
désignée par M', a été nommée par Jacobi (/. c.) le multi- 
plicateur de r équation aux différentielles partielles 

ou de l'équation aux différentielles partielles 

dx dx 

o = X — X, — • • • — X„ — — 5 

dx, dx n 

ou du système d'équations différentielles ordinaires 

dx\dx x \ dx* : ... : dx n = x : x, : x 2 : . . . : x„ , 

parce que la résolution de ces équations aux différentielles 
partielles et celle du système d'équations différentielles 
ordinaires sont étroitement liées entre elles. Soient, en effet, 
7r une solution de l'équation ty (f) = o, et x une fonction 
de Xi, #1,. . ., x n , déterminée en égalant 7r à une con- 
stante arbitraire : on a 









= 


X — 
dx 


„, die 
-+-X. — H- 
dx x 


h X„ — 










dr. 
dx. 


dit dx 
dx dx, 


o, 








die 

dx ' 


dit 
dx x 


dit 
dx-, ' 


. • • = i : — 


dx 
d.v x 


._ dx 
dXi 


et 


par 


suite 














4 


o 


* * • 


dx x 


• — 


dx 
X — -. 
dv H 



Soient, d'autre part, / t , /*,...,/, des solutions indépen- 
dantes entre elles de l'équation <ft (/) = o : en égalant ces 

9 
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solutions à des constantes, on a 

dx dx. dx n 



jLl dx -4- -y-" dx, H h -f± dx H = o, 

air rf.r, dx n 

et, par la résolution de ce système linéaire, il vient 

dx : dx y : dx 7 : . . . == A : a i : a 2 : . . . 

= X:X,:X,:... 

§ XIV. — Théorèmes sur les fonctions homogènes. 

i . Soit u une fonction homogène, de degré m, des va- 
riables x t , x 9 , . . . , x„ : en désignant — par i/ t , on a, par 
le théorème d'Euler (*) , 

mu = «i«i+... -+- u n x n . 



En appliquant le même théorème aux fonctions homo- 
gènes w t , n % , . . . , de m — i dimensions , et désignant 

ri 2 u , 

par w t ,t, on a le système d'identités (**) 



dxi dxk 

{lU — i) «, = M l( ,.r, -h • . .'-H- «w.i^n, 
(/// — i) «/„ =: tf,,„X, -+-...-+- W„,r,*V 

2. D'après les notations adoptées, on a 

m (m— i)« = 2 ar ' ar * l, 'ï* (***)* 

# et À" devant être égalés successivement à 1,2,..., //. 

. . — i % # , 

(*) Mechanica, i 7 3C, t. Il, §§ 106, 497. — Ca/c. «tt/., § 225. 
(**) Hesse, Journal de Crelle, t. XXVIII, p. 78. 
( *** ) Lacroix, Cale, di/f., § 91 . 
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Démonstration. — En multipliant les identités ci-dessus 
respectivement par x l9 x 2 , . . . , x n9 et les ajoutant, on 
trouve, pour second membre, la somme en question, à 
cause de 



H^ '• " d'il (P U 



Ui.k = «*,i 



dxi dxk dxk dxi 
et, pour premier membre, m (m — i) #*, parce qu'on a (1) 



u { x x 



-+- it n x„ == mu . 



Remarque. — Si Ton exprime à leur tour les dérivées 
partielles secondes de la fonction homogène au moyen de 
ses dérivées partielles troisièmes, on obtient, pour la fonc- 
tion homogène, la somme des produits de ses dérivées par- 
tielles troisièmes, multipliées par les varjable&pat* rapport 
auxquelles elles sont différentiées ; et ainsi *de soi te. Toutes 
ces décompositions d'une fonction homogène sjtibtiennent, 
comme l'a remarqué Serret (algèbre supén T $$ôte XII), 
en multipliant les variables par i -+-&>, et par suite la fonc- 
tion homogène par (i -+- w) m , et développant l'identité 

par rapport à w , à laide du théorème de Taylor. 

3. La résultante du système de n -+- i équations li- 
néaires identiques, donné au n° I , est (§ IX, 3) 



Il Ut ... tt„ 



//., w lfl . . .«„,, 



u„ «,.„.. .//„.„ 



ea supprimant le facteur m — i dans la première ligue 
verticale d'éléments (§ III, 2). Le déterminant de dç- 
gré n-\- i qui compose le premier membre, peut (^ III, 3) 
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être considéré comme la somme des déterminants 



■a tt x ... u n 



o «,,,. . . u Htt 



O U X , H ... «„.,, U„ //,,„. . . Il 



O u l ... //„ 

//, u lfl . . . w„,, 



Le premier de ces déterminants se réduit (§ II, 5) à 



«n- - "«,■ 



ttx.n . . . U u 



Le second déterminant peut se développer d'après le § V,2, 
parce que fi^k — ***,,-. ^i l'on pose, en effet, 



"... • • • ",.,. 



«i.n • • • "n./i 



et qu'on désigne par a iyi le coefficient de m, * dans *>, de 
sorte qu'on ait <*,-,* = a*,, (§ IH, 8) , il viendra 



o //,... u n 



= — Zj^UkOLjj 



"n "i ,n • • • 'f/i./t 

Par suite, l'identité ci-dessus devient 



■37" "" "" 2 "'" "* *'•* — ° (*) • 



s* - 



(') Hlssl, Journal de f/rllr, t. XXXVHI, p. 7 f \?.. 
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4. Du système linéaire (1 ) 
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.mu 

— (m — i) h «, .r.-f-. . . H- u H •*« = 0, 

m — 1 

— (/w — î) «, -h //, pl .r, -h . . .-+-//„,, x n =z O, 

— (w — I ) //,, -+- «,,„ .r, -h ... H- ««,„*„ = O , 

il résulte, d'après le § IX, 3, et en ayant égard au § VII, 5, 
qu'on a la proportion 

(I) —(«_!):*, :*,:*, : ...= ^: sjj^r. >/p^: ^1:..., 
en désignant respectivement par m, (3 4 , (3,^ les coefficient s 
de ? m, , m,,* dans le déterminant, de degré n -f» i , 



R = 



///« 



■ Ut 



. . //„ 



/;; — i 



On a, en effet, 

R=o(3), p..* = P*.i.($m»8), 
Vfrjp=fr, VP/.iP*.* = ?/.*(§ VII, 5), etc. 

Par conséquent, si un quelconque des déterminants par- 
tiels premiers, de degré w, du déterminant identiquement 
nul R, s'annule, alors les autres déterminants partiels 
premiers de R s'annulent aussi identiquement, et il en est 
ainsi ea* particulier pour v\ et réciproquement. 

La proportion précédente nous apprend que 









slfr.i P*.« 
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Or on a 



par conséquent 

(ii) p ,=_ „-£!_„, p . 4=r îif» »(•). 

r //i — i r (m — i) 2 v 

5. Les relations que nous venons de démontrer sont 
d'une grande utilité dans la théorie de la courbure des 
lignes et des surfaces. Soit/ une fonction des coordonnées 
rectangulaires ;r, y d'un point ,f= o sera l'équation de la 
ligne sur laquelle se trouve le point (x^jr). En posant, de 
plus, 

d*f_ *f __ *f_ _ _ */ _ 

dx>— J "' dxdy- dydx- J "- J "' !f- Jn ' 

on sait que 

*— 5:.r— »=/• :/» 

est l'équation de la normale à la ligne {f= o), menée au 
point (oc^y) de cette ligne, £ , m désignant les coordonnées 
d'un point quelconque de cette normale. En posant 

a(*-ï)=/. M.r— «)=/., 

et diflerentiant complètement ces équations, il vient '* 
{x — X\d\-*r\dx = df x% {y-n)d\ + \dy=zdf^ 



ou 



'/, — = df y — \dx, f 2 — = d/t—ldy, 



( * ) Cela s'accorde avec les relations établies par H esse, Journal de Crellr, 
t. XXVIII, p. io3,ett. XXXVIII, p. 24a. 
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pour la normale à la ligne (/ = o) , au point 

(x + dx, y + dy), 

laquelle a de commun avec la première normale le point 
( £> v)î c'est-à-dire le centre de courbure de la ligne (/== o) 
au point (x,y). Des équations 

0= fydx^r Aty } 



f l ?l = {f lt -\)dx + 



f d\ 



/..4r, 

/ai dx-\- [f n — \)dyj 



il résulte (§ IX, 3) l'équation 
o / A 

/, /. A/ii =<>, 

pour la détermination de X. En développant cette équation 
d'après le § V, 2, on trouve/^ +f\ pour le coefficient 
de X , et, pour le terme indépendant de X , 

o / /, 

L= /,/„/, 

/,/.,/« 



On a par conséquent 



>=r 



— L 



v: +/: 

Enfin, on a, pour le calcul du rayon de courbure, que nous 
désignerons par p, la formule 

et pour la valeur de la courbure, 



(/; -H/ï f 
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Le déterminant L est plus facile à traiter lorsque la fonc- 
tion à laquelle il se rapporte est homogène. En désignant 
par u la fonction homogène des variables x x , x t , x % , qui 
devient identique avec/ pour x % = i , on a (4) 



eu posant 



L = 



o u 


Ui 








«. «Il «12 


- 


V 


(//? — |V- 


(h n n u 2î 








«Il «12 


«u 




==. 


«12 «22 


«23 


* 




«13 «23 


«.3 





et faisant x t = i après la diflerentiation. 

Les points de la ligne (f= o) ou (u = o) , pour les- 
quels L ou y sont nuls, et par suite la courbure nulle, sont 
en général des points d'inflexion de la ligne. Ils peuvent 
être considérés comme les intersections de la ligne (y=o) 
ou (k = o) avec la ligne (L=o) ou (*> = o). Or y* et u 
sont, par hypothèse, du degré m, tandis que v est du degré 
3 (m — 2); par conséquent les lignes en question ont en 
général 3m (m — 2) intersections. Donc une ligne de de- 
gré m a en général 3m (m — 2) points d'inflexion (*). 

6. Si / est une fonction des coordonnées rectangu- 
laires x, y, z d'un point, f= o sera l'équation de la sur- 
face sur laquelle le point (x, y, z) est situé. Alors, d'après 
les notations précédentes, la proportion 

* — S : y — fï : z — C =/. :/ 5 : A 
représentera les équations de la normale à la surface (j= o) 



( * ) Ce théorème a été établi pour la première lois par IMiïcker ( Sjst. der 
Analjt. Gcom.j p. 'iGVj). La démonstration que nous donnons ici est due à 
liesse (toc. cit.). Jacobi a donné une autre démonstration (Journal de 
Celle, t. XL, p. u54). 
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pour le point (x, y, z) , et Ton pourra remplacer ces équa- 
tions par 

>(*-§)=/, i(r-«)=/», M*-0=/>- 

Les normales à la surface (y=o), menées aux points 
(x, y , z) et [x-+-dx,y-\-<fy, z-\~ dz), ne se coupent pas 
en général, mais seulement dans le cas où le second de ces 
points est situé sur une des lignes de courbure passant 
par le point (x, y, z). Leur intersection (£,>},£) est le 
centre de courbure d'une des sections principales de 
la surface faites au point (x, y, z). En diflerentiant les 
équations précédentes, on trouve dans ce cas 

(x — %)dl+\dx = df i , etc., 



ou encore 



/i-t- = <</î — ><**» 



fiï± = df,-\dz, 



et par conséquent (§ IX, 3) 

/ df K dx 
A d A dy 
A df s dz 



=r O. 



Cette équation différentielle, jointe avec l'équation diilé-* 
rentielle de la surface donnéêy '■" ■?* 

/ dx -f-/ 8 éfi^fîà* = o » 

détermine la ligue de courbure passant au point (x\ y, z) 
et sur laquelle est situé le point (x +-dx,y -\-dy , z -+-r/z). 
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Du système des équations 



O = fydx 


-4-/, dy -f- 


/.*, 


f,Q = (/,-*) dx 


+/u<(r + 


/:.<&» 



A ( —= fnclx -h (f n — \)djr -+■ 



/:1 X ~ 



= o. 



/ 3 rf.r -+- /„ tf?* + (/ 3 ;— A ) dz , 

il résulte, pour déterminer X, l'équation 

o /, /; a 
f, f» /»- à A, 

Js J \\\ Jts Jzs A 

Cette équation est du second degré, et X 2 y a, pour coeffi- 
cient, — f\ — f\ — f] , tandis que le terme indépendant 
de X est 

o f t /, A 

J\ y il J\i J 1:1 
Jï J\i jit Jn 

A /a fr, A, 



L=r 



En désignant par X', X" les racines de cette équation, on a 
V\" — ~~" L . 

En appelant enfin p la distance des points (£,»J,£). ('^'i s)> 
il vient »'■• ' 



>,«=v / /ï- +/*,+/;• 
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Par conséquent, p a aussi deux valeurs p', p", telles qu« 

Les valeurs réciproques -7-» —? sont d'ailleurs les cour- 
bures des lignes de courbure passant par (x,.y, z) , ou des 
sections principales de la surface auxquelles elles sont 
1 tangentes. Le produit des courbures principales de la surface 
(f= o) au point (x,y, z) est donc 



p'p"" 



</;+/; -+-/;)' 



Si l'on désigne par u la fonction homogène des varia- 
bles £*!, Xj, x S9 x 4 , qui devient identique avec f pour 

j?4=i,ona-(4) 



O lt t «a H-, 

M, //,, // |2 //,3 

// 2 «12 «21 «M 

W 3 tt n «43 M 3 3 



l'»-0 



Les points de la surface (/== o) ou (ii = o) pour les- 
quels L ou \> s'annulent, sont en général des points d'in- 
flexion de la surface. Ils sont situés sur l'intersection des 
surfaces (/== oou w = o) et (L = o ou t> = o).Ox i fet u 
sont, par hypothèse, du degré m, tandis que \> e& du de- 
gré 4 ( m — 2 )- Donc la ligne et inflexion d'un^ turf ace du 
degré m est située en même temps sur une surface déter- 
minée du degré 4 ( m — 2 ) (* ) • 

7. Des identités données au n° 1, Jacobi (**) , à l'occa- 
sion d'une proposition qui lui avait été communiquée par 
Hes^e, a développé le système suivant d'identités relatives 



(*) H esse, loc. cit. 

(**) Journal de Crelle, t. XL, p. 3i8. 
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au déterminant dont il a été plusieurs fois question 

"... • • • "«.. 



On a d'abord ($ IX, 4) 

(I) t>Xi=z(m— i)(a M a,-+- . .. + «.,,•«„), 

a iik =a kyi désignant, comme ci-dessus, le coefficient de * 
u 4 - * = M*,,- dans v. En différentiant cette identité par rap- 
port à Xi ou à x k 9 et posant, pour abréger, 



dx k 



= "*, 



il vient 

^. jr . = ( JII -,)^- sr « l +...+ _«.J4-(« f _ a ), f 

puisqu'on a (§ III, 1 ) 

«.,,«1,1 -+-• • •+««,«• ««,* = «S 

Par une nouvelle différentiation des identités trouvées, et 
en posant 



dx k <ixi 



= **./• 



on trouve 



(III) 



. / du Xti du n ; \ . . 

r ï ' ,x,={ "" ,) lsïas" + - + s^i>) 

"*' dx k j ' 



~( ,/ '- ,) i a '^ +■-■+■«■ 
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en ayant égard aux identités 

«i,i «i.i -f . . . -H a,,,, u n>i = <>, 
«i,i »i./ ■+■••-+- a«,i «»,/ = O, 

diflférentiées par rapport à x k . 

8. Le système des valeurs des variables x x , x f , . . . ,x„ 
par lequel on satisfait aux équations, en général incom- 
patibles, 

". = o, «, = o, . . . , u H = o> 

a pour conséquence d'annuler les fonctions m et *> (1 et 7, 1), 
ainsi que ^ , i> t , . • , y„ (7, II). Le déterminant 



*'«.n . • • «y» 



formé avec ^ comme p l'est avec m, s'annule pareillement. 
Des équations 



o = «,,„ x, -t- . . . -+- //„,„ x ny 
il résulte d'ailleurs (§ IX, 3, et § VII, 5) 

j:, ; j?j : j? s : . . . = ^7, : y 7 ^ : y 7 *», 3 * • • ? 

en désignant par ot ifk le coefficient de w,^ dans y. On a, par 
suite, à la fois 



a,-,* x k = .r f -.r* N, 

N étant invariable pour tous les indices. Faisant ces substi- 
tutions au n° 7, III, on a 
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c'est-à-dire (i) 

<'a =■ — ("/ — i) [m — 2) N m/,*, 

el par conséquent 

«'n 1 ^12 i . • • : ^.i *. . . • = «n : W12 : ... : // 23 : ... ( *). 

9. La fonction homogène du degré m, lorsqu'elle est 
rationnelle et entière et que ses coefficients sont entiers, 
s'appelle une forme du degré m (quadratique, *cubi- 
que, etc.) de n variables indéterminées [binaire, ter- 
tiaire, etc.) (**). Une forme quadratique (que Ton appelle 
souvent simplement une forme) peut se représenter par 

une forme cubique, par 

2^ a i,l<,t X i X k *s (***)? 

/, fr, / prenant toutes les valeurs, depuis 1 jusqu'à /1, et les 
quantités a ijki a^i ne changeant point lorsqu'on inter- 
vertit leurs indices. Par déterminant d!une forme qua- 
dratique, on entend la valeur, prise négativement, du 
déterminant formé avec le système des coefficients (****). 
Ainsi, en posant 



R — 



(*) Hesse, Journal deCrelle, t. XL, p. 3i6. — Voir Jacobi, loc, cit. 

(**) Gauss, Disquis. arith.y art. i53 et 26G. 

(***) Voir Hesse, Journal de Crel le, t. XXVIII, p. -)!\. 

(**•*) Gauss, loc. cit., art. \bl\ et 2(17. 
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— R sera dit le déterminant de la forme u = ^tf,,* ;r 4 - x k . 

Le développement de ce déterminant résulte du § V, 2. En 
désignant par a ljA le coefficient de a,,* dans R, la forme 
quadratique 

est dite la forme adjointe (forma adjuncta) (*) de la 
forme donnée u. On a (§ V, 2) 



U = 
On a de plus (§ VII, 1) 



o r, 

ri «M 



r» 



««,« 



= (-R)-', 



c'est-à-dire que le déterminant de la forme adjointe est la 
puissance (n — i) iime du déterminant de la forme proposée. 
D'après le § V, 2, on a 



o x K 






= — J^ Xi *k A,,* , 



À M désignante coefficient de a,,* dans ^àz a, ?1 . . . a, VJ . 



( *) Gauss, loc. cil. y 267. 
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Or on a A,- f i = R n ~* a ifk (§ VII, 3); par conséquent, 



i 
"5F* 



O x x . . . x n 
x x a Xf \ . . . ct l>n 

^n a n,l • • • &n,n 



(*)• 



Remarque. — Si la forme u est quadratique, ses dérivées 
partielles seront linéaires j par conséquent, le déterminant 
des dérivées partielles secondes de u (§ XIII, 3) , de même 
que le discriminant de u (§ XII, 12), ne différeront que 
par un facteur numérique du déterminant de cette forme 
quadratique. 

§ XV. — Des substitutions linéaires, et, en particulier, 
des substitutions orthogonales. 

1. Lorsqu'il s'agit de transformer une fonction donnée 
des variables x t , x t , . . . , x n en une fonction des variables 
y x >y f , . . . ,y n , au moyen des substitutions linéaires 

•*i = Au y\ + b ut fi H- . . . ■+- b ïtn y ny 



x n = b mtX y x -h b n , 7 y 7 -h . . . -h *.,,, /„, 
le déterminant de§ coefficients de la substitution . 



£,,| . . . £,.„ 



^1,1 • • • b n , n 



s'appelle le déterminant (modulus) de la substitution 
linéaire. Ce déterminant doit être différent de zéro, si 
x i9 x i9 . . . , x„ sont supposées :. indépendantes entre 
elles (§IX, 2; §XIII, 3). La substitution lméaire est dite 



(») Bmoschi, Det. (53). 
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unimodulaire (*), lorsque . son déterminant est égal à 
l'unité. 

2. Si les fonctions linéaires J\,ft> . . . , f n des varia-, 
blés x t , x 99 . . . , x n sont transformées, par une substitu- 
tion linéaire, en des fonctions linéaires des variables 
J\ t y%9 • • • > y n » le déterminant du système des fonctions 
transformées ( § XIII, 1 ) sera le produit du déterminant du 
système des fonctions données par le déterminant de la 
substitution linéaire (**). 

Démonstration. — Soient 

f\ = «1,1 j?i -f- . . . 4r a \,n *hi 



les fonctions linéaires données. Par la substitution li-ç 
néairè 

X x = b t ,t Xi -h ... -h bi,m Xny 



x n = b„ fl t ri -+-... -*- ^n,« r«> 

on obtient les fonctions transformées 

/ = <m,i Ji 4-... • -r-*Mj r »> 



/ re =c, l>l>ri -4-. . .-+•<•„,„/„ 



On trouvera c,,* en multipliant x t 9 x % ,.. . , x n respecti- 
vement par a,,!, a itt9 . . . , a,>, faisant la somme, et pre- 
nant dans cette somme le coefficient dey* , 



(* ) Sylvester, Cambridge and Dublin Haihematical Journal, t. VII, p. 52. 
(**) Van», la démonstration algébrique de la règle de multiplication 
CS v *)> par exemple, dans Joachimsthal, Journal de Cre lie , t. XL, p. 22. 

10. 
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Par le § VI, 1, on a 



c,,,. . . c UH a tfl . . . a { 



Cn,i • • • **«,» 



*IM- • • *!., 



^1,1 • • • ^l,j» 



£*,!••• ^» 



3. Étant données les équations algébriques/(x) = o et 
(f (x) = o, de degrés m et n respectivement, si par la sub- 
stitution 

x __ py •+- y* 

jty + q'* 9 
on les transforme dans les équation» 

et que Ton désigne en outre parK = o la résultante des 
équations données, et par R' = o la résultante des équa- 
tions transformées, on aura 

••r' 
Démonstration. — En admettant que a t , a, , . . . , a M dé- 
signent les racines de l'équation/^ x) = o, et Pi , |3, , . . . , (3 n 
celles de l'équation <f(x) = o, on a identiquement 

/(x) = a m (x — a,) (a: — a 2 ) ... (x — a m ), 

f(*) = M*-p.)(*— W---(*^Wf 
et par suite 

</( - J = (tm (t — a, a) ( f — - a 2 u) <. . . (f — a m tt), 

wn? (ïï) = *" ( '~ p,tt) ( '~" M- • •('- M)- 



(*) Jacobi, Journal de d'elle, t. XL, p. 2^j5. — Salmon, Higher plane curves, 
p. 295. 
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La résultante des équations . 



*■/(;) = <>, et *-,(!) = . 



est, de même que la résultante des équations f{x) = o et 
<f (x) = o, d'après le § XI, i , 

a < — & étant évidemment le déterminant des fonctions li- 
néaires 

t — a t «, f — p*a. 

Par la substitution linéaire 

t=py +qz, 
u^zp'y+p'z, 

le déterminant de t — a t u et de t — (3*u se change (2) en 
et; par conséquent 

{pq f —p'q)™Y\(«i—M=° 
i.k 

est la résultante des équations transformées 

Remarque. — Si l'équation f(x) = o est transformée, 
par la substitution 

p'y+q'z 
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en la suivante 

on trouvera, en procédant de la même manière, que le dé- 
terminant de l'équation transformée se déduit du détermi- 
nant de l'équation proposée (§ XII, 9), en multipliant par 

(pq f — p'q) m{m ~~ l) i parce que TT (a { — <x k ) est un produit 

i,k 
de m (m — i) différences qui peuvent être considérées 
1 comme des déterminants de fonctions linéaires. 

4. Une -fonction f des variables x i9 x t9 . . . ,x n étant 
transformée, par une substitution linéaire, en une fonc- 
tion des varia bles^i,^, . . . , y n , le déterminant de la fonc- 
tion transformée est égal au produit du déterminant de la 
fonction donfcée (§ XIII , 3) par le carré du déterminant 
.de la substitution linéaire (*). 



'Démonstration . 

par la substitution 

• •■» 

.r, 

• 


— Supposons la fonction 


/tran 

dx n 
dyk* 

bn.k,' 


isfor/née 

M- 


JL'„ 

On a alors 

d>f 


, g ........... r 

= K tX y % -h. . 
d*f dx s 


• 4- b n>n y n . 

... + -2L 

dy k dx n 
dyidx n 




dyidy k 

m 


dy k dx x dyk 
dyidx, 





(*) Hesse, Journal de Crelle, t. XXVIII, p. 89. Le cas où la fonction /"est 
quadratique a été traité, pour n== 2, par Lagrange {Mémoires de V Académie 
de Berlin, 1773, p. 285), et pour n = 3, par Ganss{ Disq. arithm., 268). 
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et par suite (§ VI, i ) 



i5i 



(A) 



*f 

dy, dy, 


d'f 
dy,dy. 


d'f 


d'f 



dy n dy t dy H dy H 
On a de plus, 

dyi ~ dx x dfi 
dx x 



d'f 
dy, dxi 


d'f 
dy,dx x 


*f 


d'f 



dy n dx, dy,dx x 



*i.i • • • *i.» 



*/ 



d'f 



Ki 



tfyfdxk dx\ dxk 
et par suite, comme précédemment, 



df dx n 
dx n dy k 

dx, 
*f 



bn,ii 



dx n dxk 



bn,i > 



(B) 



*f 



d'f 



dy, dx, dy, dx n 
d'f d'f 



dy H dx, dy n dx n 



d'f 


d'f 


dxi dx x 


dxi dx n 


d'f 


d'f 
dx„dx n 


dx n dx x 



A. 



l>n,t.:*b HtH 



En multipliant entre elles les équations (A) et (B), il 
vient 



^1.1 • • . h,* 



d'f 
dy t dy, . 


d'f 
dy, dy, 


d'f 


d'f 



dy n dy, dy n dy n 



d'f 


d'f 


dx x dx\ 


dx y dx'n 


d'f 


d'f 



dxn dx x dx n dx n 



*.... 



5. Parmi les substitutions linéaires au moyen desquelles 
on peut transformer une fonction donnée, on doit particu- 
lièrement remarquer celles dans lesquelles la somme des 
carrés des nouvelles variables ne diffère pas de la somme 



4 
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des carrés des variables primitives. Ces substitutions ont 
été considérées par Euler (Nov. Comm. Pelropol., t. XV, 
p. y 5 ; t. XX, p. 217) $ par Cauchy (Exerc. de Math. ,t.l\ , 
p. 140)5 par Jacobi (Journal de Crelle, t. XII, p. 7); par 
Cayley (Journal de Crelle, t. XXXII, p. 1 19), et d'après 
une remarque de ce dernier auteur, elles ont reçu le nom 
de substitutions orthogonales . 

Si la fonction donnée dépend des variables x if x% , « .*. ,JC n , 
et qu'on la transforme, par la substitution linéaire (ortho- 
gonale) 



x n — Ch,\ Jf\ ~t~ • • • "T" Cn,nXny 

* 

en une fonction de j, , y % ,...,/„, de sorte que l'on ait 

r, +r, + • • • ■+- y n = *, ■+- *, + * • • ■+-*.» 

les coefficients jouiront des propriétés principales suivantes. 

I. Pour toutes les valeurs de ietde#, depuis 1 jusqu'à 

», on a (Euler) 

"' c* . -h c . -h . . . + c . = I , 

»,i ' '1,1 n,t 7 

ï\,i c x ,k -4- c 7ii c 2 ,*-h ... -h C n j C n ,h = Q> 
à cause de l'identité 

r;+r 1 + -..+.r ll 
= (^«/i -+-• • • <\«.r.)M- • •'•+ (^,1/1 -h. • . -H *»,»/« )' 

II. Pour transformer la fonction transformée dans la 
fonction proposée, il suffit (Cauchy) de substituer les va- 
leurs 



APPLICATIONS DES DÉTERMINANTS. 



153 



En effet 



Ct,iXx -+-... -h c Hti x H = y x (c lti c, fl -4- . . . -+- c ati c Htl ) + . . . 

I 

le coefficient de /,- ayant pour valeur l'unité, tandis que 
les coefficients des autres quantités s'annulent (I). 

III. Le carré du déterminant d'une substitution orthogo- 
nale est égal à l'unité (Jacobi). Car par la règle de la mul- 
tiplication "(§ VI, 3) on a 



c i t \ • • • £i,i 



*»,! • • • «-»,« 



d n ,v . . . */»,„ 



en faisant 

di.k = ^i.i ^«,* ■+- c%,i Ci.i -f- . . . .H- C«,i f Wf *. 

Or on a d ifk = o, rf />4 = i (I) ; par suite le déterminant 
cherché se réduit à son terme initial d ifl d f t . • ,d n n = i 

IV. En désignant par e le déterminant d'une substitution 
orthogonale, et par y, )t lecoefficientdec ljJt dans s, on a (Jacobi) 

7*.*= «*i\*. 
Pour prouver cette identité, multiplions les identités 

Ci,i c, t k H- . . . 4- c B( , c n$ k =. o, 



c,,* c Xt k -f- . . . -f- c n>k c n>k = i , 



C\,n C{ t k -f- . . .' -f- C„ tn C nt k = O , 

respectivement par y M , y,,i , . . . , y t> . On obtient, en faisant 
la somme, 

^■,*(^i",i7/.i -*"• • •■+-ffi.«7,>) -h. • •■+• ^(^iVij-f-. ■ .-}-<•,.„ 7,-.„) 
-K • •-+-<%,,< (r,,,, 7/,, -4-. • ■ f«,n7/,n) =.7'.*- 
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Le coefficient de c à geil e, et ceux des autres quantités 
c M , . . . ,c n>k s'annulent (§ III, 1 ). 

V. Les coefficients d'une substitution orthogonale satis- 
font au nouveau système suivant d'identités (Euler) : 



Ci,\ Ck.\ -h C/,»**,H- 



•C. = I, 

■ Ci, n C^ tt = O . 



On a en effet (IV) 

« (C,,i Ck, x -f- . . . C it n Ck, n ) = 7/,, C kfX + . . . ■+■ 7,,„ C*,„ . 

Or cette somme a pour valeur e ou zéro, suivant que * 
et h. sont égaux ou inégaux (§111, 1 ) . 

VI. Entre les déterminants partiels que Ton peut former 
avec le système des coefficients d'une substitution orthogo- 
nale, il existe la relation suivante (Jacobi) : 



Cn,m+i • • • Cn,n 

Ou a en effet (§ VU, 2) 
7 7i,< 



c \,\ - • • c \,m 



c m,\ • • • Cm,m 



7»«.i • • • 1(m,m 



^m-H, «H-i • • • Cfiw-i,n 



• • • Cn,n 



et, d'après (IV), en ayant égard au § III, 2, 



7'.» ••• 7»,' 



7m,» • • • 7'»*'" 



c \.\ • • • £l,l 



v m, i • • • ' m,i 



La comparaison de ces deux identités conduit à celle 
qu'il fallait démontrer. 
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Il y a encore quelques relations moins immédiates entre 
les coefficients d'une substitution orthogonale, qui ont été 
indiquées par Euler dans le premier des Mémoires cités, et 
par Jacobi (Journal de Crèlle, t. XXX, p. 46). 

6é Puisque entre les n* coefficients d'une substitution 

n In — i ^ 

orthogonale il existe n H équations (5, l), ces 

coefficients peuvent être considérés comme des fonc- 

j « nln — i) n(n — i) . , . ,, 

tions de /r — n - ==: — quantités mdeter- 

2 2 ^ 

minées 

**!»** ^»,a» • • • y Di,ny 
Oj,3y • • • , ^a,n> 



Effectivement, Euler a non-seulement indiqué le moyen 

par lequel on peut, par — transformations binaires, 

mettre les coefficients d'ime substitution orthogonale sous 

forme de fonctions de — quantités indéterminées; 

mais encore, pour les cas de n = 3 et de n = 4, il a ex- 
primé ces coefficients rationnellement au moyen des quan- 
tités indéterminées. En se servant des déterminants, Cayley 
(Le.) est parvenu à représenter les coefficients d'une sub- 
stitution orthogonale servant à la transformation d'une 
fonction de n variables, par des fonctions rationnelles de 

— indéterminées. " ' ■ ^ 

I -r'i:-, 

Si Ton désigne, en effet, comme plus haut, ces indéter- 
minées, par ft 1>2 , . . . , &„_i -, si de plus, sous les conditions, 

bi,k -h t>k,i = O, b iti = wj 
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on forme le déterminant 



B = 



b\, x • • • b %9% 



à n ,\ • . £«,i 



et que Ton désigne par (3 f ,* le coefficient de b iyl dans B 9 on 
aura 



C ''* = "B" ' Cii 



B ' 



pour les formules générales d'une substitution orthogonale 
dont le déterminant a pour valeur l'unité. Les coefficients 
d'une substitution orthogonale de déterminant — i s'ob- 
tiennent. en changeant les signes d'un nombre impair de 
lignes parallèles, dans le système des coefficients qu'on 
vient de trouver. 

Démonstration, — On peut faire dépendre les quantités 
X\ 9 x* , • • • , x n des quantités y , , y % , . . . , y n , en posant à 
la fois 

x i = bi,\ «i -h . . . $+- bi, n z n , 
Xi = b Xpi z x -+- . . . -f- b nti z n . 

Par la résolution des systèmes linéaires 

.v t =zb ift z t H- . . . -f- b x>n z lt , jr x = b itX z x + ...-+- b n , t z n9 



*n = b n>x Z x -\- . . . -h b n>n Z n y y a = b ltn Z x -\~ . . -\-b„ tn Z„, 

on trouve (§ IX, i ) 

Bz t = $x,ï*Ç^r P 2 ,i^ a -4- ... -4- P„, t X ro 

Or en vertu des hypothèses b iik -h b kji = o, &, jt = w, et 
des relations supposées entre #,,,/, et les quantités s, , 
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z i9 . . . , z„, on a 



«5 7 



et par suite on a à la fois 

Bx l -=2»p i ,,.r, H- . .-i-(2wp < -, < — B)//+ ...-+- 2wp,., jr , ( , 
ou, sous une formé plus abrégée, 

Xi = *i.i *i + • • • 4- C n ,i x n , 

*i = c i,x ri 4- ... 4- c.>r» . 

De l'identité 

r/ = c >w( c ^•r^4-...4-c,, ^ / n )4-...+ c• n , l •(^ (l ,,/,-^-...-f-c n ,^, l ), 
résultent les identités 

'=<, +<* ■+-"-4-<,» 
o = Ci,,- c x ,k 4- c 2)l - c 7t k -4- . -4- c„,, r„^ , 

qui font voir que ces fonctions rationnelles des indétermi- 
nées b ii% , . . . , £„_i,„ présentent le caractère des coefficients 
d'une substitution orthogonale (5, I). 

Désignons par e le déterminant de cette substitution or- 
thogonale. On a alors (§ III, 2) 



p... 


2w 




p... 


r 2 6> r 




fc.. 


p3,a pj.a — 


fi 

26) 



\ 2w / ' 



En multipliant ce déterminant Bw n , on trouve (§ VI, 4) 

^i,i • • • ^i,n 



/'«,. • • • /'«,, 



i58 

en posant 
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hi.k = pu bk, x w -h . . . -f- ( Pu \b kt i w -f- . . . H- p itH bk, n <* 



= ~^**,/<»=7*a(§ni, i), 



*/,i = Pi.i *«',! w -f- . . . -h ( Pu — £^ J b itt w + . . . -f- p,> 6,,« w 



B L B H 

= DU 0/ j = 0/ ,'. • 

2 2 

En substituant ces valeurs, il vient (§ III, 2) 

h\,\ • • . h x>n 

;■-■■■ -©■ 

et par suite e = i . Si enfin on donne des signes contraires 
aux coefficients • ' • 



c \,iy Ci,i 



» • • t ^n t i y 



ou aux coefficients 



le déterminant de la substitution change de signe (§ III, 1 ), 
tandis que les équations caractéristiques (5, I et V) 

c\. -+- cl . -+- . . . -f- C . = î , 

Ci ,i C, ,A -h C 2#/ C 2 ,* -h . . . -+- C n%i C Rt k =0, 

ou 

Q,i c,-,, -h Q, 2 c^ 2 -h . • . -h Q,« C/, n = o, 
n'éprouvent aucun changement 

Exemples. — Pour n = 2, on trouve 



B = 



— \ r 



= r + V. 
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Les coefficients des différents éléments dans B sont 

i, X, 

— X, i. 

Donc les coefficients d'une substitution orthogonale bi- 
naire de déterminant i sont les suivants : 

i— X* aX 

i-hX»' i-HX'' 



2X 



i — X 2 



i4- X 2 ' i+X 2 
Le déterminant aura pour valeur — i, si Ton donne aux 
coefficients les valeurs 



i — X' 

2X 



aX 



i H-X 2 
i — X 2 



i -f- X 2 H- X 2 

Pour n = 3, on trouve (§ VIII, 7) 

I V fA 

V l X 

^ ~x 

Les coefficients des divers éléments dans B sont 



B = 



= I -hX a +fA 2 -f- V 2 . 



I-+-X 2 , v-f-XfS — fA-f-Xv, 

— v-hXfx, i-f-f*% X-+-p, 

p 4- Xv, — X -h f*v, I -\- V 2 . 

On trouve, d'après cela, les valeurs suivantes pour les 
coefficients d'une substitution orthogonale ternaire de 
déterminant i : 



i+V-p 1 - 



■V 



B 


„-v + V 


■- B 


f*4-Xv 



.=¥*• 



1 H-pt 2 — V 1 — A* 



2 î— , 



•^ 



B = 
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comme Euler l'avait déjà annoncé dans le Mémoire que 
nous avons cité en premier Heu, p. 101. Ces coefficients 
ont été déduits par Rodrigues [Journal de LiouvUle, t. V, 
p. 4°5) des formules mêmes qu'Euler a établies (Nov. 
Comm. PetropoL, t. XX, p. 217) pour la transformation 
d'un système trirectangulaire de coordonnées. 

Pour obtenir les coefficients d'une substitution orthogo- 
nale ternaire de déterminant — 1 , il suffit de changer, dans 
le système ci-dessus, les signes d'une ou de trois lignes 
horizontales, ou d'un pareil nombre de lignes verticales. 

Pour rc = 4> on trouve (§ VIII, 7) 



= ( w J + fl 2 + ^ + C > +/* + g * +. fr + 01)^ 



w 


a 





c 


— a 


w 


h 


—s 


— b 


— h 


w 


f 


— c 


g 


-/ 


b) 



wG =:af-\- bg •+• ch. 
p„z= (••» +/* + *» -M 1 )»», ft,= (at>-hfB — bh+cg)», 

p 3l = ( - ba — cf—gQ + *?A) w , p 3 , = (— //« +/# — ab — c9)», 
$ Ai = ( — c<*-hbf—ag—/iQ)v 9 p 42 = (g»-\-fh+bO— ca)«, 

p„= (^w-h^Ô— cf-hah)a, p, 4 s (eo>H-//ô— *£+£/)» , 

p43 = (— fv+gh-bc—aO)*, p 44 == ( w 2-|_fl' +<,' + £')„*; 

Bc„ = [y— 0*-t-/'_«» + g 2 — £' -h A 2 -c>]«% 
hc n = [*>' — ô 2 h- /' - a' — ( g « — *»)_ (^ - c 2 )] W 2 , 
Bc 33 = [*>' — 0* — (/*— « a ) -*- («T 1 — ^ a ) — (A»— «•)]»», 
Bc 44 = [o>'-0'— (/' — «') - (£'-*') + A» — «*]«», 
etc. 

A l'aide de ces formules, on peut former immédiatement 
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les coefficients -d'une substitution orthogonale quaternaire, 
de déterminant i ou — i. 

Le système de valeurs de ces coefficients, dotfité par 
Cayley, dans le Journal de Grelle, t. XXXII, p. 122, con- 
tient deux erreurs (dans {3 t4 , lisez hf au lieu de — hf\ dans 
Bc u , Bc,j,..., lisez 1 — 9* au lieu de 1), lesquelles 
n'existent pas dans la publication plus récente de Cayley, 
Journal de Crelle % t. L, p. 3n. Mais, dans ce dernier 
Mémoire, p. 3 12, L 5, il y a une faute d'impression 
à corriger, lisez — dy f au lieu de -+■ ây'. Les coefficients 
trouvés par Cayley pour une substitution orthogonale qua- 
ternaire ont été donnés sous une autre forme par Euler 
(Nov. Comm. Petrop.y t. XV, p. 102), qui les avait 
obtenus, dit-il , « nulla certa methodo* sed potius quasi 
divinando. » Euler ajoute : « «Si guis viam directam ad 
liane solutionem manuducentem investigaverit , insignia 
certe subsidia analysi attulisse erit censendus. » Cayley 
n'a pas manqué de se rendre compte comment des coeffi- 
cients qu'il a déterminés on peut déduire la solution d'Eu- 
ler (voir Journal de Crelle, t. L, p. 3 12). En posant, 
dans le système ci-dessus, 

s-+-d r-+-c q-hb p-ha 
w = - ? /=• 5 g = 5 h = 5 



s — d r — c . q — b p — a 



et changeant les signes de la dernière ligne horizontale, ce 
qui fait prendre au déterminant de la substitution ortho- 
gonale la valeur — 1 , on obtient sans aucun changement 
le système d'Euler. Car le second élément de la seconde 
ligne horizontale est écrit, dans le Mémoire d'Euler, par 
une faute d'impression, — ds au lieu de -f- ds+ 

7^ Les substitutions orthogonales binaires et ternaires 
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équivalent, eu géométrie, à la transformation des coor- 
données rectangulaires. Pour passer du système rectan- 
gulaire jc, y 7 au système rectangulaire x\ y\ en supposant 
que x, y, x\y' soient des directions situées dans un même 
plan, il faut faire la substitution linéaire qui a pour coeffi- 
cients 

C0S4H?', cosarp', 

COSyx', COSJ^. 

Si Ton donne le même signe aux angles décrits par des ro- 
tations de même sens, de sorte que 

on a 

xy* = xx 1 -+- X* y\ yx' =zyx -+- xx', yy' =yx -f- xx 1 -f- x'y'. 

Si maintenant les angle» xy et x'y' sont tous les deux 
= 90 , on a 

co&xy' — — sin xx', co*yx' = sin xx'\ cos y y* = cos xx' . 

Si au contraire xy = 90 et x'y ' = — 90 , alors 

cos xy 1 = sin xx' , cosyx' = sin xaf 9 cos y y = — cos xx' . 

y. 
On a donc, comme on le sait d'ailleurs, pour passer à un 

système de même sens, à faire la substitution linéaire 

cos xx f , — sin xx 1 , 
ûtlxx' , cosxr', 

de déterminant 1 . Pour passer à un système de sens con- 
traire, on devra faire la substitution 

cosjm/, sinxj/, 

sin xx' ', — cosjr.r', 

de déterminant — 1 . 

Ce qui précède s'accorde avec un théorème goniomé- 
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trique connu (voir ci-après, § XVII, I), d'après lequel, 
pour des directions quelconques ar, j, x\y' dans un même 
plan, on a 



cos.rjr' cos -r/' 
cosyx' cos// 7 



=== shi jgr sûkt'/' , 



d'où il suit que ce déterminant est positif ou négatif, sui- 
vant que sin xy et sin x'y 1 sont ou ne sont pas de même 
signe. 

Réciproquement, des équations 

cos'xr' -h cos 2 x/ 7 = i , cosx-c' cos yx' -f- cos xy* cos// 7 := o , 

cos»/*' ■+- <*»* y y 1 = l ♦ 

on conclut que sin* xy et sin* x' y' ont pour valeur fu- 
nité. On a, en effet, par la règle de la multiplication 

-cos-r^r 7 cos-r/* 
sin* xy sin 2 ^7 = 

cos/* 7 cos y y 

I cos 2 jm/ -+• cos* a:/ 7 j cos /x 7 cosxx' -+- cos x/ / cos// 7 

I cos x* 7 cos/ar' -f- cos a:/ 7 cos// 7 , coi t yx f -f- cos»// 7 "" 

Pour rendre les substitutions rationnelles, il suffit de 

prendre les formules cos xx' = cos* — ( 1— tang*— bel*?., 

et d'exprimer les coefficients de la substitution au moyen 

de tang Voir 6, exemple 1 . 

2 

8. Pour passer du système de coordonnées rectangu- 
laires a:, y, z au système de coordonnées rectangulaires 
x ' 9 y 1 , z', il faut employer, comme on sait, la *ub»titutiou 

linéaire 

cosjr-r 7 , cosx/', at%xz\ 
vo*yx / , ces//', co%yz\ 

co*zx\ iimzy' y wêtzf, 

1 1 
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dont les coefficients doivent satisfaire aux équations (5, 1), 
et sont par conséquent fonctions de trois quantités indéter- 
minées. Soit O l'origine commune des deux systèmes de 
coordonnées, et soient X, Y, Z, X\ Y', Z' les points où les 
directions des coordonnées positives rencontrent la sphère 
de centre O et de rayon égal à l'unité. Les systèmes de 
coordonnées seront de même sens ou de sens contraire, sui- 
vant que les triangles sphériques XYZ etX'Y'Z', ou lea 
tétraèdres OXYZ, OX' Y' Z' seront de même sens ou de sens 
opposé. 

I. Deux figures sphériques étant semblables, égales et 
de même sens, il existe un point S, qui est à lui-même son 
propre correspondant, et qui est situé de telle sorte que 
l'on a 

SX = SX', SY = SY', SZ = SZ', 

angle XSY = X'SY', YSZ = Y'SZ', XSZ = X'SZ', 
XSX' = YSY' = ZSZ' (*). 

D'après une proposition élémentaire de trigonométrie sphé* 
rique, on a par conséquent, en désignant OS par $ et 
l'angle XSX' par 9, 

cos xxf = cos' sx -f- sin'&r cos y =r cos* sx ( 1 — cos <p ) ■+■ cos <p , 

COS// = C0S*J/-f- 8^^008^=008^7(1 — COS 7) -h COS y , 

cos zz f = cos* sz 4- sin* jz cos y = cos* sz (1 — cos y) -+- cos y . 

En désignant, de plus, par les angles égaux XSY, X'SY', 
on a, d'après la même proposition de trigonométrie, 

cosar/'=cos«: co&sy' -4- sinsx sinsy' cos (y -h 0) 
= cos sx co&sjr -f- sïasx sin sjr cos? cosô — sin* xûnsyûny sin 0. 



(*) Voir le Mémoire de l'auteur Sur l'égalité et la similitude, etc. 
Dresde, i85a, §§ 3i et 5a. Aux sources qui y sont citées il faut ajouter : 
Euler, De centro similitudfinis^Nwa Acta Petrop., t. IX, p. i54). 
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Mais, à cause de 

cos xy = cossx cos sy -+- sin sx sin sy cosô = o , 
sin sx sin sy sin = 60XYS = sin xy cos js = cos sz , 

il vient 

cosd?y ss cos&r cos*j ( 1 — cos © ) — cosjz sin © . 

De la valeur de cos xy* on tire celle de cos yx r 9 puisque 
l'angle YSX' = YSX -h XSX' = — <p H- 0, d'où Ion voit 
qu'il suffît de changer <f en — y, pour avoir 

cos yx' ==. cos sx cos #p ( i — cos © ) -+- cos 5* sin © . 

On a de même 

co&yz* = cos sy cos sz (i — cos f ) — cos sx sin y , 
cos 37' = cos sy cossz (1 — cos©) -H cos&r sin y, 
cos zx' = cos « cos&r (1 — cos y) — cos sy sin ©, 
cosxz' = cosjz co$j.r (1 — cos©) -H cosjrysin© (*), 

les trois premières des quantités auxiliaires £X, sy, sz, op 
étant liées entre elles par l'équation $ 

cos' sx -f- cos a sy -+- cos 1 sz = 1 . 

Pour rendre rationnels ces coefficients de la substitution, 

introduisons-^; il vient 



cos xx 1 = cos a - © -+- 2 cos 2 5x sin 2 - © — sin 2 - © , 
2 T 2 ' 2 T ' 

^ • , ' .11 

cos jrV = 2COS&T cos sy sm' - © — 2 cos ;z sin - © cos - © , 

2 T 2 T 2 T - 



(*) Ce sont là les formules trouvées par Euler, Nau. Corn m. Petrop. y t. XX , 
p. .217, formules que Jacobi a rappelées (Journal de Crelh, t. Il, p. 188), en 
invitant les géomètres à en simplifier la démonstration. 
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et de même pour les autres. En posant 

i . . i i 

cosj.rtang- (p = A, cos.s/tang- y=f*, cos sz tang — ç=v, 

2 2 2 

d'où résulte 

tang' - y = V -f- p 2 4-v 3 , 1 — ai+V + ^+n», 

COS 2 - 
2 T 

on obtient le système ci-dessus de coefficients rationnels 
d'une substitution orthogonale ternaire f6). 

II. Deux figures sphériques étant semblables, égales et 
de sens opposé, il existe un grand cercle, son propre cor- 
respondant à lui-même, dont le pôle S a pour correspon- 
dant le point diamétralement opposé, et tel qu'on a 

SX +- SX' = i8o°, SY -f- SY' = i8o°, SZ -+- SZ' = i8o% 

angle XSY = X' SY', YSZ = Y' SZ', XSZ = X'SZ', 

XSX' = YSY' = ZSZ\ 

En^employant toujours les notations précédentes, on a 

cos-rx' = — cos 2 m: -hsin , *xcos<j> = — cos a ja:(i-»-cos^)-|-cos«j>, 
cosxy' = — cos sx cos sy -f- sin sx sinsy cos (y -f- 0) 
= — cos sx cos s y ( i -+- cosy ) — cos w,sin <p , 
etc. 

- Ces formules ne diffèrent que par le signe de celles qu'on a 
trouvées précédemment, en y changeant <p en t i8o° — y. 
L'angle i8o° — cp est celui que le système x\y\ z 1 doit 
décrire autour de Taxe .*, pour que X' Y' TJ coïncide avec 
la figure symétrique de XYZ. 

III. D'après le théorème de v. Staudt (voir ci-après, 
§ XVII, 6) , on a, pour des angles et des positions quelcon- 



= 360XYZ.OX'Y'Z' 
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ques des axes coordonnés , 

cosxx' cosxy' cos xz' 
cosyx' cosjj' cos yz' 
cos zx r cos zy' cos zz r 

Par suite, le déterminant est positif ou négatif, suivant que 
ces tétraèdres, ou les angles solides formés par les axes, 
sont disposés dans le même sens ou en sens contraire. Dans 
un système rectangulaire, le tétraèdre correspondant a pour 

mesure 77 de l'unité cubique-, donc le déterminant de la 

substitution orthogonale sera 4- i ou — i, suivant que le 
nouveau système sera disposé dans le même sens que l'an- 
cien, ou en sens contraire (*). 

IV. Réciproquement, des équations 

cos*J?x' -f- cos 7 xy' 4- cos'xz' = i , 

cos*yx' 4- cos i yy J -*- cos'^z' = i, 

cos 2 zx r 4- cos* zy 4- cos 1 zz 1 = 1 , 

cosattr'cos^a:' -f- cosxycosyy' 4- cos-rz' cosyz' = o, 

cosarx'coszx' 4- cosxy' cos zy* 4- cosxz' coszz' = o, 

cosyx' coszx' 4- cosyy cos zy' 4- co%yz' coszz' = o, 

on conclut que les systèmes x, y, z et x { r , j', z 1 sont rec- 
tangulaires (**). On a, en effet, 

«Il «I» ÛI3 

(360XYZ.OX'Y'Z')* = a 2i a n a Ti 

#31 «32 «33 

en faisant, d'après la règle de la multiplication des déter- 



(*) C'est Jacobi (Journal de C relie, t. XV, p. 309) qui a fait remarquer ce 
caractère distinctif des déterminants des substitutions. Voir Moebius, Sta- 
tique, § 127; Magnus, Géométrie analytique de l'espace, § i3. 

(**) Dedekind, Journal de d'elle , t. L, p. 27a. 
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minants (§ VI, 1), 

a ti = cosxjc' cosxx' -4- cosarj' cosxj' -+- cosjk' cosaœ' = i , 
a i 2 = cos.r.r' cos^x' -+- cosjyf'cosjj' -4- cosarz' cosjs' = o, 

etc., de sorte qu'on a 



«.. 


On 


«13 




I 


o 


o 


On 


a n 


«M 


= 


O 


I 


o 


«31 


«33 


«33 




o 


o 


I 



On a maintenant 

60XYZ = sin.r/ sio.rzsin \xy^pcz) 9 etc. ' 

Mais le produit des sinus n'est égal à l'unité que lorsque les 
angles sont droits. 

9. En désignant par Cj jt ,. . . ,c Mî „ les coefficients d'une 
substitution orthogonale ayant pour déterminant e, c'est- 
à-dire + iou — i , et posant 



/(«) = 






c \,7 • • • C\,n 

Cî.i-h Z . . . C 2 , n 



Cn.x 



• Cn,n "H Z 



l'équation f {?>) = o est réciproque, et, à l'exception de la 
racine — s , qui y satisfait dans le cas de n impair, elle n'a 
aucune racine réelle (*). 

Démonstration. — Le développement du déterminant 
f(z) suivant les puissances ascendantes de z (§IV, 4) per- 
met, au moyen de la propriété, démontrée dans l'art. 5, VI, 
des déterminants partiels appartenant à /(o), de recon- 
naître immédiatement que les coefficients de z°, z x > z*, . . . 



( *) Biuoscm, Journal de Liouvillc, t. XIX, p. a53. 
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ne diffèrent que par le facteur e des coefficients de 2 n , s"" 1 , 
s n ~", . . . , et que par conséquent 



^-'(î)- 



ce que Ton peut constater en faisant le produit des déter- 
minants set /(z). D'après cela, on a 

et ainsi f( — e) devra s'annuler identiquement lorsque n 
sera un nombre impair. Pour arriver à une conclusion sur 
la réalité des autres racines de l'équation f(z)=zo, for- 
mons (§ VI, 4) le produit des déterminants 

rf,,, — z 2 zd {f2 . .. zd l>n 

zdt,i d, t2 — z 7 . . . d 2ttl 



/(»)/(-«) = 



«t,i 



«4,« 



• -. d^n—Z* 



en posant 

<*/,* — s*:=C/,iC*,i-4-. . .+ (^+«)(fy- *) + • • • + Cf fJI C/ â „ 

et par suite 

*., = ! (5,1), 
et 

z4,* = c/,i«* â i H- ... H- (c w H- z)ck ti + . . . -+• rf t j(c*,ft— »)■ 
de sorte que d iyh -f- d kii = o. On a par conséquent § ( VIII, 7 ) 



et par suite 



/(»)/(-«) _ 



2 


• • d\,n 


r/ 2>l -. — z . 


• • di.n 


<?n t \ ^n.J 


I 

. . Z 



=(H V (H" D - 
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les coefficients des puissances de z étant positifs, d'après 

l'article cité. Donc, pour toute valeur réelle de z, la quan- 



tité 



- ,, ou ■- 



(H' 



suivant que n est pair ou impair, est positive, et par consé- 
quent/ (2) est différent de zéro». 

10 Etant donnée une fonction homogène et entière, du 
second degré, de n variables x M x,, . . . , x M 

v == 2 ai ' kXiXh ou Ui ' k == ak ' h 

on peut, au moyen de la résolution d'une équation du de- 
gré h, la transformer, par une substitution orthogonale dé- 
terminée, en une fonction entière et homogène de n va- 
riables, qui ne contiendra plus que les carrés des nouvelles 
variables (*). 

Démonstration. — Par les """ conditions exprimant 

que les produits deux à deux des variables disparaissent de la 
fonction transformée, la substitution orthogonale qui sert 
à la transformation se trouve déterminée (6). Or, dans la 
substitution orthogonale 

*i = Ci.tjri -h ... -h Ci.mjr m * 
on a (5, II) 

Xi == c \,i x \ ~T" • • *"T" C Ut iX n . 



(*) CàUCH?, Exercices de Mathématiques, t. IV, p. î/jo. — Jacobi, Journal de 
Crclle, t. Xlf, p. 1 . — Le Besgue, Journal de Liouville, t. II, p. 357 . C'est sur 
cette proposition que repose analytiquement l'existence des axes principaux 
rectangulaires des lignes et des surfaces du 2 e degré, dont le centre est à 
une distance Unie. 
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Si Ton doit avoir, par cette substitution, 

il faudra que Ton ait, pour toutes les valeurs de x u 
X\ , . . . , x n , 

2a/,**«*4 = ^i(tfi f iXi-r-...-r-C,i*«) J -f--. . 

-*- £n (<?,,„ .T, -h . .-4- fn,„^«)% 

et par suite 

En multipliant les équations 

«i,i ?= £i Ci ti c t){ -H • . . -H #B <?,>?,,„, 



respectivement par c ijk , c M , . . . , c M , et faisant la somme, 
on trouve (5, 1) 

Du système, linéaire 



Ci.* fl^ 1 ■+■ c 2 ,* a n , 7 -+■ . . . -f- c„,* (a„, n — #*) = o , 



il résulte enfin (§ IX, 3, et § VII, 5) 



&ï,\ a*,7 — gh • • • ><**,n 



= o, 



"/M <ln,i • • • tf/!,/i — gk 

<•■.* : <v : c,, k : . . . = Vt. ( £*) : \fc(gt) ' /?» (**) : • 
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<fi(z) désignant le coefficient de a iyi — z dans le déter- 
minant 



/(«)= 



û|,i — * 0|,a 



a 7>2 — z 



«2,1 



«»,n— « 



Maintenant, à cause de 



' 1.1 



■<*+•• 



on a, pour déterminer les coefficients de la substitution 
orthogonale cherchée, 



eu 



c *,k 



C n.k 



= VW*) : >/i*(gk) : • • : V<p«(s*) : V<p.(s*)-+-- • •*+- *»(**)• 

Les quantités g â , g, , . . . , g n sont les racines de l'équa- 
tion du degré n,f(z) = o. Aucune d'elles ne peut être 
nulle, car/ (o) est le déterminant (de Hessç) de la fonc- 
tion quadratique V, et l'identité f(o) = o indiquerait que 
V serait en réalité une fonction de moins de n variables 

(§xin,3). 

L'équation f(z) = o ne peut avoir de racines imagi- 
naires btt complexes. En effet, en vertu des proportions 
précédentes et de l'équation 

fci,7ci,* 4- c 2ii c 2tk 4- ... -4- c n>i c Kf k = o , 

on a, pour chaque couple de racines g i9 g*, 

VW«) v^?i (gk) +. : v + fo*{gi) fa(gt) = o. 

Si maintenant on avait , 

gi —p^t-q ^~ et fa(gi) = Pr + Qr )/~l , 

il existerait une autre racine gn = p — ^V — *> el P ar 
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suite vfyr (gi) = P r — Qr V 7 — * • De là résulterait 

et la somme de pareils produits ne pourrait être nulle, à 
moins que 9,. (g;) ne s'annulât pour r = 1, 2,. . . , n. Or 
ç r (z) est une fonction du degré n — 1 et de même nature 
que /(s); elle ne peut donc s'annuler pour z = g t que 
• lorsque des fonctions de même nature et de degré inférieur 
s'annulent, ce qui est impossible pour des fonctions du 
premier degré. 

Dans le cas où deux ou plusieurs des racines de l'équa- 
tion y (z) = o deviennent égales entre elles, la transforma- 
tion cherchée de la fonction V n'est pas complètement dé- 
terminée, parce que deux ou plusieurs lignes parallèles 

des coefficients de la substitution prennent la valeur -• 

En effet, si g k est une racine double de l'équation f ( z ) == o, 
on a, en vertu de l'équation remarquée ci-dessus, 

f •(**) H- *a(*0 + ••■ + *«(**) = <>, 
ce qui s'accorde avec la condition qu'il faut développer, 
d'après le § III, iOJ'(gk) = o (§ XII, 11). Les quantités 
T* (#*)* 9» (#*)> • • ' sont ^ e m ^ me s 'S ne ? puisque le produit 
de deux quelconques d'entre elles est égal à un carré po- 
sitif (§ VII, 5). Leur somme ne peut donc s'annuler que 
lorsque chacune d'elles est nulle. Donc, dans les valeurs 
fractionnaires trouvées pour c if i , c t ,*, • . . , c„,*, les numé- 
rateurs s'annulent, ainsi que les dénominateurs. 

Remarque, — Par la transformation précédente de la 
fonction V, on reconnaît les maxima et les mi ni ma que 
présente la fonction donnée lorsque les variables sont assu- 
jetties à la condition 

.v)-h x\ + . . . -f- x\ = I . 
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Comme on a alors en même temps 

rî + rî-t- — *-r = '> 

il s'ensuit que 

v — *« r\ + g* y\ + • • • + fr y \ 
= £*-+- {gi — gk)y\+-> •+(£. — ?*) r 7 m - 

De là résulte évidemment que V ne peut pas être plus grand 
(ou plus petit) que g k , si g k désigne la plus grande (ou la 
plus petite) des quantités g i9 g f , . . . , g n . La fonction V ob- 
tient cette valeur, lorsqu'on fait y x = o, y % = o, . . .\ 
y A ^=M, . . . , y„ = o, c'est-à-dire lorsqu'on fait 

En traitant directement ce problème 1 on a les condi- 
tions 

dS d\ d\ 

à satisfaire, et l'on a 
dS 

et par conséquent 

Cette équation n'est autre choscque l'équation trouvée ci- 
dessus , 

*i,l c *\* -+- a iA C *,k "H • . • -f" «,,„ C n ,k = gk Ci,k t 

en remplaçant l'inconnue fi par^, et les inconnues x t , 

H . L'équation /(s) = o, qui se distingue par la réalité 
de ses racines (10), se présente dans plusieurs recherches, 
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par exemple, dans la détermination des axes principaux 
des lignes et des surfaces du second degré , dans la détermi- 
nation des axes principaux d'inertie d'un corps donné, dans 
le calcul des inégalités séculaires des planètes (L api ace, 
Mémoire de V Académie de Paris ^ 1772, t. II, pp. 293 et 
36a). Lagrange a démontré la réalité des racines d'une telle 
équation pour le cas du troisième degré (Mémoires de 
V Académie de Berlin , 1773, p. 108). Cauchy (/. c.) a 
démontré cette propriété pour le cas d'une pareille équation 
de, degré quelconque. La réalité des racines pour cette classe 
d'équations a été démontrée d'une manière nouvelle et 
directe par Kummer (Journal de Crelle, t. XXVI, p. 268; 
voir Jacobi, Journal de Crelle, t. XXX, p. 46), dans le cas 
du troisième degré, et par Borchardt (Journal de Liouville, 
t. XII, p. 5o), dans le cas d'un degré quelconque. Sylvester 
« ( Philos. Mag., i852, t. Il, p. 1 38) a donné de la même pro- 
priété la démonstration suivante, qui n'est pas moins di- 
recte (*). 
Soient 

a i,h =■ ajt,i 
et 



/(») = 



tf,,, — z a t , 



a 2ti — z . , 



• 02,n 



• • • <*n.n Z 



on aura 



/(*)/(-*)■■ 



b,,i — 2' 6,,j . . . b,,„ 

b-i,\ bi,i — a 1 . . . bi, m 



*»,. 



*..> 



• • *„,, 



( *) A Thistoire de ce problème se rapportent encore les Notes de Sylvester 
[Philosophie al Magazine, i853, t. H, p. 21 4) et d'Hérmite (Comptes rendus, 
i855, t. XLI, p. 181). 
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en posant, d'après la règle de la multiplication des déter- 
minants (§ VI, 4), 

*i.* — *' = tfi,i«/.|-T-- . .+(«/,• — ») («M -*-«) + . • • +«i,l|û|>, 

*a=«*.i«*,i -h. . . + («/,/ — *)«*./+• • • ■+■ ^K*+î) 
et par conséquent 

^/,i = «i.l «i.i ■+" • • • -H «i,» «/.m 

£/,* = «i.i «*,i -H • • .-h «/,« «*,„ = £*,,. 

Le déterminant/(s)/( — *), développé d'après le § IV, 4, 
donne 

r« - «• 2 R "~ i ■+■ • • • + (— *■)*" 2 R * + ( ~ **)"» 

chacune des quantités R,„, telles que 



b m ,\ . • • £«,* 



étant une somme de carrés (§VI, 2). Par conséquent 
f{q V 7 — /( — <l V 7 — i) est positif pour toute valeur de 
q ; donc <y y 7 — ' n'est pas une racine de l'équation/(z) = o. 
En posant déplus z=p-\-z', et changeant f(z) en 
F(z'), alors, pour la même raison, q sj — i ne peut être 
racine de l'équation F (z) = o, et par suite p-hq ^ — i 
ne peut être racine de l'équation f(z)=o. L'équation 
f(z) = o n'a donc que des racines réelles. 

§ XVI. — Surface du triangle et volume du tétraèdre. 

1 . Soient O l'origine d'axes coordonnés quelconques ; x, y 
et x i9 yi les coordonnées, parallèles aux axes, des deux 
points A et B; désignons par r, t\ les longueurs OA, OB, et 
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prenons, de plus, la surface du triangle OAB positivement 
ou négativement, suivant que la rotation déterminée par 
Tordre des points O* A, B, est ou n'est pas de même sens 
que la rotation qui sert à décrire les angles positifs. On a 
alors 

.r y 



2 OAB = rr, sin rr, = 



X\ Xt 



sin.r/(*). 



Démonstration. — Il résulte immédiatement, de l'hypo- 
thèse faite sur le signe de l'aire du triangle, que tr t sin rr t 
s'accorde aussi pour le signe avec 2 OAB. Mais on a (§ III, 2) 



r* r J sin 1 rr } = r* r J 



1 , cos rr, 

cos rr,, 1 



rr , rr { cos rr { 

rr, cos rr,, r { r x 



Or on trouve, au moyen de la projection orthogonale. 



r cosxr = x -h y cosxy, 

r cos yr = x cos xy -h y , 

r = r cosxr -H y cosyr, 

r, cos rr x = x, cosj:r H- y x cos yr. 



La règle de la multiplication des déterminants (§ VI, 1 ) 

donne 

-■.■*, 
{x-\-ycosxy)+y (xcosxy+y),x (x l +y l cosxy)+y (x^osxy-^-yM 

(x+ycosxy)+y t (xcosxy-\-y), x t (x l +y l cosxy)-hyt(x i cosxy-+.y l )\ 



x y 




x -+- y cosxy, x cosxy +y 


•*i r« 




Xi-hy t cosxy 9 x l cosxy-\ r y l 


•* y 




x y 




t , COS-ry 




•*« y t 




*i fi 




cosxy y 1 





( *; Cette formule est contenue dans un théorème de Varignon (Mém. de 
Paris, 1719, p. 66). Elle a été donnée sons sa forme actuelle par Monge, 
Journal de l'École Polytechnique, XV e cahier, p. 68. C'est sur elle qu'est 
fondée ht formule pour la surface d'un polygone, que Gauss a insérée dans 
les Additions à la traduction de la Géométrie de position de Carnot par Schu- 
macher. .On en trouve une démonstration géométrique rigoureuse dans la 
Statique de Mœbius, § 35. 

12 
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De là résulte, e étant égal à 4- 1 ou à — 1 , 



rr x sin rr, 



? y 

*t fi 



sid xy. 



Lorsque/ et x x sont nuls, r se change en x, r t enjv Par 
conséquent e = 1 . 

Remarque. — Si le point B est infiniment voisin du 
point A, on a 

r, = r-\-dr, 

x x =1 x -h dx, 

;.=/ + dy. 

En désignant par l'angle xr, on a 



2OAB = r*r/0 = , " . sin#r= , ", sin.rr, 

y -h dy dx dy 

en appliquant le § III, 4. 

2. Par sinus de V angle solide (trièdre) formé par trois 
directions x,y, s, on entend, d'après v. Staudt (Journal 
de Crelle, t. XXIV, p. 252),le*facteurpar lequel il faut mul- 
tiplier le produit des arêtes qui aboutissent à un sommet d'un 
parallélépipède, pour obtenir le volume du parallélépipède. 
En désignant ce facteur par sirfjyz, on a, comme on sait, 

sinxyz =z smxy sin.r/, z = singer s\nxz smxy, xz , 

#j, z et xy, xz désignant les angles que fait le plan xy avec 
la direction z et avec le plan xz. Par analogie avec l'équa- 
tion 



sm*xy 



1 cos xy 

cos xy 1 
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par exemple, dans la détermination des axes principaux 
les lignes et des surfaces du second degré, dans la détermi- 
nation des axes principaux d'inertie d'un corps donné, dans 
le calcul des inégalités séculaires des planètes (Laplacc, 
Mémoire de V Académie de Paris , 1772, t. II, pp. 293 et 
36a). Lagrange a démontré la réalité des racines d'une telle 
équation pour le cas du troisième degré (Mémoires de 
t Académie de Berlin , 1773, p. 108). Cauchy (/. c.) a 
démontré cette propriété pour le cas d'une pareille équation 
de. degré quelconque. La réalité des racines pour cette classe 
d'équations a été démontrée d'une manière nouvelle et 
directe par Kummer {Journal de Crelle^ t. XXVI, p. 268 ; 
Tfoir Jacobi, Journal de Crette, t. XXX, p. 46), dans le cas 
du troisième degré, et par Borchardt (Journal de Liouville, 
t. XII, p. 5o), dans le cas d'un degré quelconque. Sylvester 
(Philos. Mag., i85a, t. Il, p. i38) a donné de la même pro- 
priété la démonstration suivante, qui n'est pas moins di- 
recte (*). 
Soient 

<*i,k = Ok,i 

et 



/( = } = 



a, fl — z a XA 



<*i. t 



07,7 — z . . . a 2 ,„ 



011 aura 



/:= /"-* 



o m , 7 • . . a*.* — z 

b ._s= 6 , ...h . 



*. 



*. 



•**—--' 



(*) AIVk&wz*4* ** j^toue»**» nanti"*?! ~ vmh** +% **,§+* u-V'v^i». 
i8S3. t XU j. :*. 
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la sphère, décrite du centre O avec le rayon i , aux points 
X, Y, Z, R, Ri, R t , les angles solides xyz et t rr t r u ainsi 
que les tétraèdres OXYZ et ORRtRt, seront ou ne seront 
pas de même sens, suivant que les triangles sphériques XYZ 
etRRtR,, vus du point O, seront ou ne seront pas de même 

sens. Dans le premier cas, sinxyz s= sinxys\nxy,z et 

/\ 
sin/Tj/*, = siniTjsin/Tijr, seront de même signe, parce 

que, dans des angles solides de même sens, sin xy 9 z et 

sin rr t , r, doivent être de même signe ou de signe contraire, 
selon que s'inxj et sin rr,, seront de même signe ou désigne 
contraire. Dans le second cas, ces mêmes quantités sont de 
signe contraire. 

4. Soient O l'origine d'axes coordonnés quelconques; 
(#, y^ z), (X|, y t , z t ), (x t , y^ z t ) les coordonnées des 
points À, 6, G, et désignons les distances OA, OB, OC 
par r, r t , r,. Enfin prenons le volume du tétraèdre OABC 
positivement ou négativement, selon que sin rr,r, sera pris 
positivement ou négativement. On aura 



6 OABC = rr, r 2 sin rr x r 2 = 



JT 


y 


z 


*\ 


j. 


Z\ 


JC 2 


■r» 


Zt 



smxjrz (*). 



Démonstration. — On a ( i ) 
r 1 r] r) sin' rr, r 2 = r* r J r 






i cos rr, cos rr % 
cos rr x i cosr, r 2 
cos rr 2 cos r,r 2 i 
rr rr x cosr r, r r^cosr r 2 

rr, cos rr, r, r, r, r 2 cos r, r 2 

rr 2 cos /r 2 r, r 2 cos r, r a r 2 r 2 



(*) Lagrange, Sur /cj Pyram., \t\ ( Mémoires de l'Académie de Berlin, 1773, 
p. i49)« — Mohge, loe. c'a. — Moebius, Statique, §63. 
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Or on a, par la projection orthogonale, 

rcosxr=x -{-y cos xy-\-z cos xz = X, 

r cos yr = x cos xy •+- y H- z cosyz = Y, 

rcoszr = a: cos xz -\-y cosyz -h z = Z, 

r = x cos.rr •+- j cos /r -h z cos sr, 

r, cosrr, = x t cosxr+ y { cosyr -h z,coszr, 

etc. Si l'on désigne par X n Y n Z t les quantités analogues 
relatives à x u y i9 z t ; par X 4 , Y 2 , Z t les quantités ana- 
logues relatives à a:,, j - ,, 2 2 , on a 

rr=r.rX+/Y+zZ, 

rr, cos rr, = x t X -h ji Y -+- «, Z 

= *X,H-,rY l -t-*Z l , 

etc. Par conséquent, en appliquant le théorème du § VI, 1 , 
on a, au lieu du déterminant ci-dessus, le produit 

1 cos #7 cosxz 
cosxy 1 cosyz 
cosxz cosyz 1 



x y z 
*t y\ Zi 

x i y* z* 



X Y Z 




.r 7 z 




x y z 




X, Y, Z, 


= 


Xi y t z, 




*i Xi Zi 




X* Yj Z»2 




xi y, z. 2 




x 7 y. À z 2 





Donc, en désignant ± 1 par e, 

x y z 
rr,r 2 sinrr,r 2 = s 



sin.u/z. 



Si, parmi les coordonnées des points considérés, x^y u ^t 
sont seules différentes de zéro, toutes les autres étant 
nulles, alors r coïncide avec or, r 4 avec y, r 2 avec £, et le 
déterminant se réduit à son terme initial (§11,7). Par 
conséquent £ = 1 . 

Remarque. — Au moyen des théorèmes (1) et (4), on 
peut interpréter géométriquement les plus simples des iden- 
tités établies au § HT, 11 . 
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5. Soient donnés les points A, B, C par leurs coordon- 
nées (a:, j), (o:,,^), (x iy y 2 ), rapportées à deux axes 
tracés dans le plan ABC. On a 



aABC = 



I x y 
I x 2 y 7 



sinxy (*). 



Démonstration. — Par rapport à un système d'axes mené 
par l'origine A parallèlement aux axes donnés, les coor- 
données des points B et C seront (x t — x, y x — y) y 
(x % — x, j t — y) ; on a par suite (1 ) 



2 ABC: 



sin xy. 



■*. — *» y\—y 

*s — x, y a — y 

En appliquant ce qu'on a vu (§ II, S et § III, 4), on trouve, 
au lieu de ce déterminant, 



i, x —x, y —y 
i , x x — .r, # >-, — j 
l , u: 2 x y y 7 — y 



i x y 



Remarque. — Toutes les fois que dans la formule ABC 
on permute deux lettres , la surface du triangle change de 
signe. Effectivement, le déterminant des coordonnées 
éprouve un changement de signe par la permutation de 
deux lignes horizontales (§ II, 4). Par le développement 
de ce déterminant, on obtient l'identité connue 

ABC = OBC ■+• OCA -+- OAB. 

Pour exprimer la condition que A soit situé sur la droite 
BC, c'est-à-dire pour l'équation de la droite passant par B 



( * ) Cotte formule connue a été donnée sous cette forme par Cayley, Cam- 
hrige Math, /«urn., t. II, p. 268, et par Joachimslhal, Journal de Crelle, t. XL, 

p. 23. 
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et C , on trouve , à cause de ABC = o dans ce cas , 

\ x y 

i x 2 y 2 

6. Si les points A , B, C, D sont donnés par leurs coor- 
données relatives à trois axes (a:, j, z), (x i9 j i9 z x ), 
(x%>y*i *«), (^s,y«, zt), on a* 
I x y z 

i x x y x z x 
i x-i y t Zi 

Démonstration. — Si l'on mène par A un système d'axes 
parallèles aux axes donnés et de même direction , les coor- 
données des points B, C, D par rapport à ces axes seront 
(*, — Xjjri— y, zi — z), (x t — x,y t —y,z t — z),etc.î 
par conséquent on a (4) 



6ABCD== 



sin xyz(*). 



6ABCD = 



x x —x, y x — y y z, — z 

x,—-x, y-t—y* z 2 — * 
*3 — x, y%—y* ^ — * 



sin xyz. 



En appliquant ce qui a été vu (§ II, 5 et § III, 4) , an 
trouve, pour la valeur du déterminant multiplié par 
sin xyz , 



î, x — x, y — j, z — z 

i y x x — Xy y x — y y z x — z 

i y Xi — Xy y 2 — y y Zi ~~ z 

i } x$ — Xy y 3 — y y z s — z 



\ x ' y z 

i x x y x z x 

i x. x y 2 z 2 

l X 3 y 3 %3 



Remarque. — Lorsque dans la formule ABCD on per- 
mute deux lettres, le volume du tétraèdre change à chaque 



(*) CAYLEY, loc. Cit. — JOACHIMSTHAL, loc. Cit. 
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fois de signe, ainsi que le déterminant qui entre dans son 
expression. 

La condition pour que A se trouve dans le plan BCD, 
et par suite l'équation du plan BCD, est ABCD = o , c'est- 
à-dire 

i x y z 

i -r..Ji h 
i jr-i y 7 z 7 



i ^\i y* 2» 



= o. 



ou , en développant , 



•*i fi Z t 




i Xi *■ 




I oc { z, 




l X\ /« 


<#2 X* * 2 


X 


I J 2 *2 


+ r 


i x, s, 


— 3 


I *2 Xi 


*3 Xi Z % 




I X* *3 




I x z z 3 




I *3X3 



= o, 



dont on aperçoit immédiatement la signification géomé- 
trique. 

7. La position du point P par rapport au tétraèdre 
OÀBC est déterminée par les rapports des tétraèdres 

obcp : ocap : oabp : oabc = ^ : p, : p 3 : i (*). 

Soient, en effet, (#i,yi, *i), [x t ,y % ,z % ), [x z , j 8 , * s ), 
(x y y, x) les coordonnées de A, B, C, P par rapport à 
trois axes passant par O. On a (4). 



= p.V, 



et ainsi de suite. 

En développant ces équations, et désignant par £ t , y;,, 
£,,. . . les coefficients de x„ j u z t ,. . . dans le détermi- 



x-j y - 2 2] 




•*i Ji «I 


X S X* *3 


= f*« 


* 3 X* 3 -' 


x y z 




** X* z > 



(*) Lagkange, Sur les Pyram. } 28. 
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nain V, il vient 

Si* 4-Ui / 4- ï|2 = f*|V, 

(I) ç 2 x -+-ihj 4- ! ; 2 s =f* 2 v, 

Ç»« H- **f 4- Ç 3 * = f* 3 V. 
Or on a (§ UI, 1) 

*i5i +*ife H-o: 3 Ç s = V, 



i85 



etc. Par conséquent 

(H) 



X = fA,J?, -+- {A 2 r 2 -f- fA 3 -^3> 

r = f*i ri + f*»r» 4- f* 3 r3 > 

s = p, s, -4- p 2 Z, -h |A 3 « 3 . 



•**i JTi *i 




•£2 yi %2 




*3 r» *3 




«^1 r« 3 ' 


#2 ^2 Z 2 


— 


^3/3*3 


— 


* » Jl «1 


— 


#2 JK"2 *2 


*3 7a «3 




X J * 




x y z 




X J 3 



Pour déterminer le rapport PABC:OABC =fx, dévelop- 
pons le déterminant 

1 x y z 
1 x x y x z, 

1 ^2^2 ** 

1 33/3*3 
c'est-à-dire (6 et 4) , 

PABC = ABC — OBCP — OCAP — OABP , 
f* = 1 — Fi — I** — f** - 
Delà résulte, a, i, c, t/ étant des quantités quelconques, 

a -+- for -f- cy 4- rfz = pa 4- fx, (a h- bx { H- c/, H- <& t ) 
4- f*2 (a 4- &r 2 4- c/ 2 4- dz 7 ) 
-h p 3 (« 4- &r s 4- *T 3 4- <k 3 ). 

Pour trouver la signification géométrique de cette équation, 
concevons le plan qui a pour équation 

a -+- bx' -+- cy' 4- ih' = o. 



(in) 
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Si ce plan est rencontré par des parallèles aux z , menées 
par P, O, A, B, C, aux points F, O 7 A', B', C, et que Fait 
pour coordonnées x, y, z', on aura 

a ■+- bx -+- cy -f- dz' = o , 

a + bx-\-cy -t-dz = d(z — z') = d. P'P, 

etc. On a par conséquent l'équation 

(IV) P'P = ii . O'O -f- pt, . A' A -+- f*, . B'B + p, . C'C (*), 

où l'on peut entendre par F, CK, A', B', C, les intersections 
d'un faisceau quelconque de parallèles, menées par P, O, 
A, B, C, avec un plan quelconque. Par suite on voit que P 
est le centre de gravité des masses p , jUt , fz 2 , fx 8 , placés en 
O, A , B, C , et dont la somme est égale à l'unité. 

8. Soient A t , B â , C t les milieux de OA, OB, OO, le té- 
traèdre OABC sera partagé en deux parties équivalentes 
par chacun des plans A t BC , AB t C , ABCt ? et le centre de 
gravité P du tétraèdre OABC se trouvera sur chacun de ces 
plans médians , de telle sorte "qu'on aura 

A,BCP=o, AB,CP = o, ABC,P = o. 

A, ayant pour coordonnées jX A , jYh |^i, on a (6), d'a- 
près les notations précédentes, 



i *i y* z 7 
i x y ■ z 



= o, 



(*) Feuerbach, Untersuchung der dreieckigen Pyramide, p. 5. — Moebus, 
Baryc. Cale, cap. i . Les quantités /x, p,, /*,, // 3 sont les coordonnées bary- 
centriques (coeflicients coordonnés ) du point V par rapport à la pyramide 
fondamentale OABC, selon Mœbius ct Fcucrbach. 
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eic. Par conséquent 

2 fi, 4- f/-2 -+" f* 3 = ■ > 
p, -h 2fX 2 4" f*3 = 1 î 

f*I ■+■ fi» -t" 2 f* 3 = I , 

d'où l'on tire 

1 

f*. — fA 2 =0, fA, — f* 3 = 0, f&, = fA a = fA 3 = 7- 



Donc a = T , et Ton a 

4 



X, 



__ Jl -+- X> + /3 



c'est-à-dire que le centre de gravité d'un tétraèdre est le 
sommet commun de quatre tétraèdres équivalents, ayant 
pour bases les faces du tétraèdre , et aussi le centre de gra- 
vité de quatre masses égales, ayant leurs centres de gravité 

respectifs aux sommets du tétraèdre (*). 

« 

9. Etant données les équations des côtés d'un triangle 
par rapport à un système de deux axes, on trouve la surface 
du triangle de la manière suivante (**). Soient 

a : b : c, a x : b x : c t , a 2 : b 2 : c 2 

les coordonnées des côtés, c'est-à-dire, supposons que. 
pour chaque point du premier côté, ayant pour coordon- 
nées p, y, on ait a -\- bp -+- cq = o, et de même pour 
les autres. Les coordonnées des sommets (x^y), (jCi,/i), 
(;r,, y,), avec les trois quantités auxiliaires^, p u p*, sont 
déterminées par les équations 

a -\-b x-hcyz=zp t a -\-b x x -f-c ji = o, a -*- b x 2 -+-c j 2 =:o, 
a l +b i x-i-c i y=zo, a x -\-b x x x -\-c l y i =p l , a x + b x x 2 -)-c x y 2 = u, 
a 2 -\-b 2 x->rC 2 y — 0, a 2 -\- b 2 x x -f-<v, r= o, a 2 -\-b 2 x 2 -\-c 2 y 2 =zp i> 

( *) Lagrakge, Sur les Pjr., 3i-35. 

(**) Joacuihsthal, Journal de Crclle t t. XL, p. =3 
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lesquelles expriment que le point (x , y) est situé sur la 
deuxième et sur la troisième droite, mais non sur la pre- 
mière, etc. On a, par le § VI, 1 , 



p 




abc 




1 x y 


Pi 


= 


a, b x c y 




i j?.r. 


p 7 




a-i b 7 c 2 




i ^yi 



Des trois premières équations, il résulte (§ IX, 3 ; §111, 3) 



a — p b c 




abc 




p b c 


a x b t c, 


= 0, 


a x b t c, 


~ 


o b t c, 


a 3 bi Ci 




a-j b 7 Ci 




o b 2 Ci 



= o, 



R — pcL = O, 

en désignant par R le déterminant des coefficients des 
droites, et par a le coefficient de a dans ce déterminant. On 
a d'une manière analogue 

R — /?, a, = o, R — £? 2 a 3 =0. 

Par suite, il vient (§11, 7) 
p o o 

= pp tP i=z 



o p x o 
oo^, 



R* 



aa,a 2 



x y 



aa, a 2 
I .r 2 / 2 

a surface cherchée du 



et par conséquent le double de 
triangle a pour valeur 

R* sin xy 

aa,a 2 

Après avoir calculé , par les formules connues , les hau- 
teurs du triangle, c'est-à-dire les distances des points 
( x , j) , ( x { , Yi ) , (a:/, y 2 ) à la première , à la deuxième , à 
la troisième droite respectivement, on obtient les côtés du 
triangle en divisant par ces hauteurs le double de la surface 
que Ton vient de trouver. 
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Si le déterminant des coordonnées linéaires s'annule 
sans que deux lignes horizontales soient composées des 
mêmes éléments, alors les trois droites passent par un 
même point situé à une distance finie. 

10^ Étant données les équations des faces d'un tétraèdre 
par rapport à un système de trois axes, on trouvera le vo- 
lume du tétraèdre de la même manière qu'on a trouvé la 
surface du triangle au moyen des côtés (*). Soient 

alblcld, ar.br. c x \d x , a t \b t \c t ld* 9 a z \b % :c % \d^ 

les coordonnées des faces, c'est-à-dire supposons que pour 
un point quelconque de la première face ayant pour coor- 
données /?, y, r, on ait a -4- bp -+- cq -4- dr = o, etc. 
On déterminera les coordonnées des sommets (a:, y^ z), 

(xt^ji, z t ), (#,, j t , *,), (x 8 , r*> **)> avec les q uan - 

lités auxiliaires p, p t , p t , p & , par les quatre systèmes, de 
quatre équations chacun, 

a H- bx -hcjr -+- dz =p> 
a x -h b l x-\-c l y-\-d i z = o, 
a* H- b 3 x-r-c 7 jr-+- d 2 z =z o, 
a 3 H- biX-\-c z jr-\-d i zz=io, 

etc.,. lesquelles expriment que le point (x, y, z) est situé 
sur le deuxième, le troisième et le quatrième plan, et non 
sur le premier, etc. On a (§ VI, I) 



p 


o 


o 


o 




o 


Pi 


o 


o 


_-. 


o 


o 


Pr 


o 




o 


o 


o 


p* 





b c d 




b { c t d x 




bi Ci d 2 




b 3 c z d z 





i 


X 


y 


z 


i 


x { 


Xi 


z t 


i 


X, 


y* 


z % 


i 


x* 


r 3 


2 3 



( * ) JOACHIMSTHAL, loc. Clt . 
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Du premier système de quatre équations on tire 



a — p b c d 

a\ b x c t d x 

a 2 b 2 c 2 d 2 

a* b* c 3 d s 



= o, R — /*a = o, 



R étant le déterminant des coordonnées superficielles, et 
a le coefficient qui multiplie a dans R. On a semblablement 

R — p i a l =o J R~/? t a, = o, R— /? 3 a,:=o, 

et par conséquent 

.r y z 



PPiPtP»-- 



R* 



a a, a, a 3 



i x x y x a, 
i x 7 y 2 z. 

1 * 3 JT* *: 



cl ot ( a 2 a 3 



et le sextuple du volume cherché du tétraèdre (6) aura 
pour valeur 

R 3 sin .ryz 



a a 1 3tj a 3 



De là on peut, au moyen des hauteurs du tétraèdre, dé- 
duire les aires de ses faces. 

Si le déterminant des coordonnées superficielles est nul, 
sans que deux lignes horizontales de ses éléments soient 
identiques, les quatre plans passeront par un même point 
situé à une distance finie. 



§ XVII. — Sur les produits de surfaces de triangles et 
de volumes de tétraèdres. 

1. Soient x,y 9 r, r x des directions quelconques dans un 
plan, et supposons que les angles positifs entre ces direc- 
tions soient décrits par des rotations de même sens. On 
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'9 1 



aura 



sinxjsinrr, = 



cos xr cos yr 
cosxr, cos yr x 



Démonstration. — On peut, sans altérer les angles, 
faire partir les directions données d'un même point O. Pre- 
nons sur les directions r, r t les segments positifs OA = r, 
OB= r 4 , et soient (x,y)i foi if\ ) les coordonnées des points 
A, B par rapport aux axes #, y. On aura (§ XVI, \ ) 



rr x sin xy sin rr x = 



* r 




I COSary 


*! Xi 




cosxy i | 


x ■+- y cos xy, x cos xy -|- y 


^i ■+- r « cos .rj, x x cos .r>- -h r , 


r cosxr y r cosyr- 


* 


r x cos xr 


i> 


r, cos jr, 





d'où résulte (§ III, 2) la proposition énoncée. 

2. Les triangles AA t A 2 et BB, B, étant situés dans un 
même plan, si Ton pose 

AA.-.BB*. cos (aa,-,BB*J = <?,-,*, 



ou aura 



4AA,A 2 .BB,B 2 = 



Cxi 



C„ 



Démonstration. — Posons AA t = j?, AA 8 = t y, BB, ==>, 
BB 2 = i\ ; il viendra ( 1 ) 

4 AA , A 2 . BB, B s = xyrr x sin xy sin rr x 

xr cos-rr, yr cosyr 
xr x 'cos J?r, , yr, cos yr x 

Le produit c ijA n'est pas ambigu, comme il pourrait le 
paraître. Déterminons arbitrairement les directions posi- 
tives des droites AA, et BB*, c'est-à-dire les directions sui- 
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vaut lesquelles les distances doivent être comptées positi- 
vement sur ces droites. Par là les facteurs cos\AA <? dBJ, 
A Ai , BB* prennent des signes déterminés. Si Ton avait pris 
la direction positive d'une droite, par exemple, de AA <9 

dans le sens opposé, l'angle (AA, , ÈB*/ aurait varié de 180 , 

et par suite cos ( AA, ,BB J aurait changé de signe, en même 
temps que la distance AA ( . 

3. Si les plans des triangles A A, A t , BB, B t font entre 
eux l'angle q>, on a, d'après la notation précédente, 



4 A Ai A 2 . BB» B, . cos <p = 



^11 C*1 



Démonstration. — Soit NN,N t la projection orthogo- 
nale de BB] B f sur le plan A A, A s ; on peut appliquer au 
produit 4 AA, A t .NN, N* le théorème précédent. On a 
alors, d'une part, 

NN,N,= BB,B a cosï, 
et d'autre part 

AA,.NN,.cos(aA i ,]NN 1 )= AA,.BB,.cos(aa,,BB,), 

etc., les projections orthogonales de NN, et de BB, sur la 
droite AA, étant identiques. 

Le produit 4 A A, A, . BB, B, . cos ç n'est pas ambigu, non 
plus que le déterminant que l'on a trouvé pour sa valeur. 
Ayant choisi à. volonté le sens positif dans chacun des deux 
plans, c'est-à-dire le sens dans lequel on doit compter posi- 
tivement les angles et les surfaces, on en tirera les signes des 
triangles A A, A 2 , BB, B t , et alors on entendra par <p l'an- 
gle que doit décrire l'un des plans pour que les triangles 
positifs dans les deux plans se trouvent de même sens. Si 
Ton change le sens positif dans l'un des plans, deux des 
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facteurs du produit changent de signe, savoir, le triangle 
et cos y, l'angle <f variant de 180 ; donc le produit ne 
change pas. 

4. En désignant par <r, y, /', r f des directions quelcon- 
ques de l'espace, on a 



sin xy sm rr x cos \xy, rr % 



[xy, rr t ) = 



n- 



cosxr cosyr 
cosjrr, cos/r, 

Démonstration. — Faisons passer les directions don- 
nées par un même point O, et prenons sur ces directions 
les distances positives OC = x, OD = y, OE = r, OF = r t ; 
on aura 

(y\ \ I xr cosxr, yr cosyr 
xy,rr t ) = 

I xr x cos xr, , jr, cos jr, 

d'où, en supprimant le facteur commun xyn\ , on tire la v 
proposition énoncée. * c $* 

Remarque. — Pour démontrer .la vérité de cette même 
proposition relativement à quatre plans quelconques (**), il 
suffit d'appliquer la proposition aux normales positives de 
ces plans, ou, ce qui revient ^a^mème, à la figure po- 
laire du quadrilatère CDEF considéré ci-dessus, en suppo- 
sant les points C, D, E, F situés sur une sphère décrite du 
centre O. Cette sphère sera rencontrée en un point par 
l'intersection de deux plans prise dans une direction choisie 
arbitrairement, et sera rencontrée par chaque plan suivant 
un grand cercle d'un sens déterminé arbitrairement, sans 



(*) Cette proposition, qui comprend les propositions précédentes trouvées 
par Von Staudt, a été établie pour la première fois par Gauss (Disq. gen. 
circa superf. cunas, II, 6) ; puis elle a été reproduite par Von Staudt, Jour- 
nal de Crelle, t. XXIV, p. 253, et en dernier lieu par Cauchy, Exercices 
d' Analyse, \. IV, p. 4i. C 

(**) Joachimsthal, loc, cit., p. 44» a donné une démonstration analytique 
de ce corollaire relatif à la figure polaire. 

l3 
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que le produit dont la valeur est donnée par le détermi- 
nant présente une ambiguïté de signe. 
5. Des équations 

( ^ \ 
sin rs sin tu cos \rs, tu ) = cos rt cos s u — cos st cos ru, 

( ^ \ 
sm st sin ru cos \st 9 ru/ = cos sr cos tu — cos fr cos su, 

l ^ \ 
sm trsin su cos \tr , su) = cos te cos ru — co% rs cos tu, 

on tire par addition 

\ rs, tu ) -+- sin st sin ru cos \ si, ru ) 

( ^ \ 
-+- sm tr sin su cos \tr, su ) = o, 

à cause de cos tr =* cos rt, etc. Dans ces équations, il faut ob- 
server que sin rs = — sin5r, cos \r$ , tu) = — cos (sr, tu) , etc. 
L'équation correspondante (*) entre les angles de 
quatre plans et les intersections opposées de ces plans sera 



. . \ sin /v sin tu cos 



(») { si 



sm rr sin m cos 77, -f- sm st sin rie cos aa, 
-f- sin frsin $« cos BB, = o, 



en désignant les intersections r$, st, tr par y, a, j3, et les 
intersections fii, ru, $« par y t , a t , ^j . 

On a de même, pour quatre points A, B, C, D, 

. v j AB.GD.C0S77, -f- BC.AD.cosaa, 

1 ' | -HCA.BD.cospp, = o, ( h 

AB, BC, CA, désignant des segments* pris sur les droites 
y, a, (3, et CD, AD, BD des segments pris sur les droites 

7i > *i > 0i • On a, en effet, 

ABcos77,.== AD cos a, 7, •+ DBcosp, 7,, 
BC cos aa, = BD cos p, a, H- DC COS7, a, , 
CA cos pp, = CD cos 7, p, •+• DA cos a, p, . 

■ ( * ) JOACHIMSTUAL, loc . cit . 

( ** ) Carnot, Mémoire sur la relation qui existe, etc. y 27 . 
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En multipliant ces équations respectivement par CD, AD, 
BD, et faisant la somme, on obtient la relation énoncée, 
puisque Ton. a AD = — DA, etcos ^o^ = cos*^, etc. 

Les équations (II) et (III) ne différent pas essentiellement 
entre elles, comme Ta reniarqué Joachitnsthal (/. c). Oh a, 
en effet, en ayant même égard au signe, 

.™~ 2 >*„ .«~ sin ( ABC, ABD ) 

ABCD = -ABC.ABD ^ £, .- 

3 AB 

puisque désigne la hauteur du triangle ABU par rap- 

port à la base AB, et par conséquent— j=—-sin( ABC, ABD/ 

la hauteur de la pyramide ABCD par rapport à la base ABC, 
si l'on suppose que, pour Un observateur dont la direction 

de haut en bas serait AB, l'angle ( ABC, ABD/ et l'angle 
solide formé par AB, AC, AD soient de même sens. On 
a de même 

™^a« 2 nn 4 ™« sin(cDÂ,CDB) 

CDÀB = xCDA.CDB * — — ^ '-\ 

ô CD *\ 

d'où il résulte, en multipliant, 'Ç?\ 

■ £ 



4 D sin rs sin tu 



ABCD=^P- ABCD . 

en désignant par r, 5, £, u les plans respectivement opposés 
à A, B, C, D, et par P le produit des surfaces des triangles. 
Le sens positif de chaque plan est ici déterminé de telle 
manière, que le triangle situé sur ce plan soit positif; les 
anglçs dièdres positifs sont décrits tous par des rotations 
de même sens. Une permutation circulaire de A, B, C, ne 
fait subir à P aucune altération; on a donc encore 

ï ^ sin st sin ru 4 D s i n tr s ' n su 



AB(UÎ ~9 P BO.AD ^s P CA.BD 



13 



196 

d'où 
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( iv \ 9^*CD sin rs sin tu sin st sin ru sin tr sin su 

( ' 4P ~~ AB.CD ~ BC.AD "". CA.BD l '" 

On voit par là comment les équations (II ) et (III) peuvent 
se déduire Tune de l'autre. 

6. Si x> y, z, r, r 15 r,, sont des directions quelconques 
dans l'espace, on a 

cosxr cosyr cos zr 

cos xr, cos^r, cos zr, (**). 

cosxr 2 cosjr, cos zr, 



sin xyz sin rr, r, = 



Démonstration. — Faisons passer les directions données 
par un même point O, et prenons sur ces directions les seg- 
ments positifs OÀ = r, OB = r x , OC = /y ; soient ( x , y, z ) , 
(jfujj, z,), (x iy jrtj *t)> les coordonnées des points A, 
B, C par rapport aux axes or,/, z. On a (§ XVI. -I) 



rr x r 2 sin xyz sin rr l r a = 



A* / Z 




•*i r« *■ 




*i y* z 7 





1 cos xy cos xz 

cos x/ 1 cos yz 

cos xz cosjz 1 



x -\*y cosxp-|-z cosxz, x cosx^-r\p-r-z cosjz, x cos xz -f-/cosyz-H 
X\+y 1 cosx/-r-z, cosxz, x, cosxp-f^-i-z.cosjz, x, cosxz-l-y, cos^z+îi 
Xt+yicosxy+ztcosxz, x 2 cos x/-+-jH-z,cos7z, x, cosxz-f^, cos yz+i. 

r cos xr r cosyr r cos zr 
r, cos xr, r, cos jr t r, cos zr x 
r 7 cos xr, r, cos yr 7 r 2 cos zr 2 

d'où, en supprimant le facteur commun n\r f9 on conclut 
la proposition énoncée. 



( * ) Brbtschnbider, Géométrie, § 677 . 

( **) Von Staudt, loc. cit. Le cas particulier où le système x t y 9 s est or- 
thogonal, et où par suite sin xyz = =t 1, a été traité déjà par Gauss, loc. cit. 
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7. En désignant par c 1?Jf le même produit de segments 
que ci-dessus (2) , on a - 



36AA I A J A 3 .BB 1 B 2 B 3 = 



f ll C 2I C 3I 
C, 3 C-a C32 

^13 r S3 c 33 



(•)■ 



Démonstration. — En posant 

AA, =.r, AA 2 =.x, AA a = z, 
BB, = r, BB 2 = r,, BB 3 = r 2> 
il vient (6) 

36 A A, A 2 A 3 . BB, B 2 B 3 = xyzrr K r 2 sin xyz sin rr x f\ , 
xr cosxr, ^rcos^r, zr cos zr 
j?r, cos xr x , /r, cos yr x , «r, cos zr, 
xrjCOSxr 2 , jr 2 cos/r, , z/ 2 cos zr 2 

S. Les déterminants 



cosxr cosyr 
cos xr, cos jv, 



cos xr cosyr cos zr 
cos xr, cos jr; cos zr, 
cos xr 2 cos^r, cos zr 2 



, ont, en vertu de leurs valeurs trouvées ( 1 , 4, 6) , la pro- 
priété remarquable de n'éprouver aucun changement, lors- 
qu'on fait varier d'une manière quelconque la position rela- 
tive des angles xy,rr t d'une part, et deV angles solides 
xjZj rr x r % de l'autre, pourvu que, dans le premier cas, 

l'angle dièdre \^ 9 n\) conserve sa grandeur (**). 

'* 9. Au moyen de l'équation (6) , on peut calculer la dis- 
tance de deux droites dans l'espace, données de position par 



(*) Von Staudt, loc. cit. Dans le cas où le second tétraèdre n'est pas 
différent du premier, alors on a c ik = c ki , et Ton obtient la formule de La» 
grange (Sur les "pyr.%, i5), et de Legendre (Éléments de Géométrie, 
Note V, 7). 

( ** ) Cauchy, Exercices d'Analyse, t. IV, p. 5i . 
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rapport à un système d'axes quelconque x, j, z. Soient 
(•^i> Ji» *i) f (^i»yi, *i) les coordonnées des points A 
et B$ soient données les directions r if r, des droites AA', 
BB' au moyen de leurs angles avec les axes, de sorte que 
Ton puisse calculer l'angle r t r % . Désignons par r la dis- 
tance AB , dont les projections sont x t — x t , jr 9 — y x , 
*i— z x , et par d la distance cherchée des droites AA', BB'. 
Tirons enfin AC dans la direction r, , et prenons AÀ', AC 
égales a l'unité de longueur. Oh a 

6 AÀ' CB = d sin r, r 2 = r sin /r, r, , 



et par suite 

dsia xjr&sin r, r, := 
en remarquant que 



r cos xr r cos jr r cos zr 
cosarr, cosjr, coszr, 
cos .rr 2 cosjr, cos zr 2 



rcosa:r = (x 2 — x K ) •+- (^ 2 — j ( ) cosxr -+- (z 2 — z») cos xz, 

rcosjr = (j: 2 — .r, ) cos xj + (j,-/,) -4- (z, — z, ) COS^I, 

rcoszr = (x,— x,) cos*e + (.r,— r,) cosjz-f-fz,— z,). 

On obtient, en développant (*) , 

d sin xyz sin /-!#•,= (a -f- pcosary H- 7 cos .rz) (jr 2 —- a:,) 

^-(acos*r-f.p +7 C0 »r»)tr»—ji) 

H-(acosxz -+-pcos^z^-7 )(*f^-*t), 

en posant, pour abréger, •*' 



cos^r, cos zr, 
cos yr 7 coter* 



p= 



cos zr, cos-rr, 
cos zr 2 cosxr. 



cosxr, cos/r, 

cos xr 2 cos /r, 



(*) Cauchy, Leçon* .««r les applications du calcul infinitésimal , Prélimi- 
naires (lOH). 
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40. Pour trois directions a> b, c d'un même plan, on a 



(sinab -f- sin6c-t-sinctf) 2 = 8 



. ab . ac 

o sin 2 — sin 2 — 

2 2 

. 2 ab bc 

sur — o sm a — 

2 2 

. , ac bc 

sm 2 — sin 2 — o 

2 2 



et pour quatre directions de l'espace (ou pour quatre 
plans) a, b, c, rf, on a 




= -16 



. ab . ac . , ad 
o sin 2 — sm 2 — sin 2 — 

2 2 2» 

. ab . bc . bd 

sm 2 — o sin 2 — sin 2 — 

2 2 2 

ac , . bc . . cd 

sin 2 — sin 2 — o sin* — 

2 2 2 

. ^ad . n bd . „ cd 
sin 2 — sm 2 — sm 2 — o 

2 2 2 



ces déterminants pouvant être développés d'après le 

SV,2(*). 

Démonstration. — En prenant les axes auxiliaires x,y, 
tels que sin xy=z i, on a (4 ) 



sin bc = 



cosxb cosjrb 
cos xc cosyc 



, etc . . 



( * ) Le théorème de- trigonométrie plane se trouve dans les Traités élé- 
mentaires. La proposition polyédrométrique correspondante a été énoncée 
et démontrée par Joachimsthal (/oc. cit., 47 )> avcc des inexactitudes dans 
lès signes. 
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et par suite (§ III, 1) 



sin ab 4- sin bc 4- sin ca = 



i co%xa cos /a 
i cosxb cosyb 
i cos .rc cos jrc 



— (sinab 4- sin bc 4- sin ca) 2 = 



1 cosxa cosj'fl 
1 cosxb cosyb 
1 cos .rc cos fC 

A,, A„ A, 3 
h ix h„ h u 
h Z \ h Zi A 33 



1 COSJHI COS/fl 

— I cosx£ cos/6 

— 1 cosxc cos je 



en faisant (§ VI, 4) 



/i t i == — 1 4- cos 1 ara 



4- cos 2 /* = o, 



h n = — 1 -H co&xa coi.vb 4- cosya cos yb = — 1 -f- cosab = -— 2 sin* — > 

etc. 

En faisant sortir le facteur ( — a)* du déterminant des 
éléments /*„ , , A 38 (§ III, 2), on obtient l'équation ci- 
dessus. 

En introduisant ensuite les axes x, y, z, pour lesquels 
sxnocyz = 1, on a (6) 



sin a 6c = 



COSJLYI cosj« cos sa 
cos.r6 cos/£ cosz£ 
cos xc cos /r cos zc 



, etc. 



vl par conséquent 
sin abd 4- sin 6<v/ 4- sin r« rf — sin abc = 



I C0SJ7? cosjn cos&z 

1 cosxb cosfb cos zb 

1 cos xc C0SJT cos zc 

1 cos,r</ cosjvf coszd 
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d'où, par une méthode analogue à la précédente, 

/'i. A l2 h 
— (sin abd -+- sin bcd ■+• sin cad — sin abc) 2 = 



201 



Au 
^„ kn h n h u 

^31 ^31 ^33 ^34 



en posant 
h tl = — 1 H- cos' ara 



- COS'jtf 

■ cos /rt cos yb 
ab 



• cos'za 



= 0, 



cos za cos ib 



= — I -+-COStf6 = — 2810* » 

2 



etc .... 

En dégageant de ce déterminant le facteur ( — 2)*, on 
obtient l'équation qu'il s'agissait de démontrer. 

11. En désignant par a, b,c les directions des rayons 
OA, OB, OC d'un cercle; par/*, g, h les carrés des côtés du 
triangle inscrit ABC ; par r le rayon du cercle-, en multi- 
pliant par 8r 6 les deux membres de la première des équa- 
tions goniométriques établies au n° 10, et remarquant que 



ab 
Hsiniitv = 2OAB, A^sin* — : 
^ 2 



on a 



(4r.ABC)' = 



k 
o 
/ 



:h, etc. . .; 



= /£/', 



relation connue. 

En désignant par a,b,c,d les directions des rayons 
OA, OB, OC, OD d'une sphère ; par/, g, h les carrés des 
arêtes BC, CA, AB du tétraèdre inscrit ABCD ; par/', g', ht 
les carrés des arêtes respectivement opposées AD, BD, CD; 
par r le rayon de la sphère; en multipliant par i6r 8 les 
deux membres de la seconde des équations établies au n° 10, 
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et observant que 

nh 

HsinaW = 60ABD, i^sm' — = //, etc.. 

^ 2 



il vient 

(24r.ABCD) 2 = — 



o h g f 

h o / g f 

g f o h' 

f g 1 h! o 



pour l'expression du rayon de la sphère circonscrite au té- 
traèdre, en fonction des arêtes et du volume (*). 

12. Le produit, que Ton rencontre souvent, de deux lon- 
gueurs par le cosinus de l'angle qu'elles comprennent, peut 
s'exprimer au moyen des carrés des droites qui joignent les 
extrémités de ces longueurs, moyennant quoi les produits 
de polygones et de polyèdres peuvent prendre des formes 
remarquables. 

En prenant les notations du n° 5, III, on a 

2Â6.GDCOS77, = 2AD.CDcosa.7t — sBD.CDcos^,. 
Or on a généralement 

2AD.CDcosa l7 , = AD 2 -+- CD 2 — AC 2 , 
2 BC. CD cosp l7 , = BD 2 +- CD 1 — BC% 

et par suite 

2 AB.CDcos 77i = AD 3 — BD 2 — (AC — BC 2 ) (**). 

13. En désignant par d i9l le carré de la distance A,B*, 
on a, pour deux triangles dont les plans font erçtre eux 



(*) La relation trouvée par d'elle ( Malh. Aufsatzc, t. I, p. 117) a été ra- 
menée à cette forme par Joachimsthal, loc . cit. (27). 
( * * ) Carnot, loc . cil . 
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2o3 



l'angle <p, 

rôAïAaAs.BiBsBj.cosy = 



1 1 1 

1 d xx d 2X d 3X 
1 d X2 d 22 d 32 
1 d t3 d 23 d 93 



n, 



les premiers indices se rapportant au premier triangle, et 
les seconds indices au second triangle. 

Démonstration» — D'après (3), on a, en vertu des nota- 
tions adoptées, 



16 Ai A 2 A 3 . B, B* B 3 . cos? = 



2Cj 2 2f3J 

2 C u 2 C 3S 



Or on a (12) 

zci,k = dt^"— à it k — (d xx — d itl ). 

Le déterminant 

d t2 — d 22 — (d tl — d 2l ), d X2 — d 32 — (du — d 3l ) 
d l3 — d 23 — ( d xt — d 2X ), d i3 — d 93 — (d x , — d it ) 

peut (§ II, 6, et § III, 4) se transformer en 



, £#,,-r— flf a i — (i/ t ^ — ûfai), d tl — d 3X — (du — d 3X ) 
, d i2 — d 22 — (d XÏ — ^21), d X2 — d 32 — (d lt -"d 3X ) 
, d ls — d 23 — (d xl — d 2t ) y d X3 — d 33 — (d xx —d 3X ) 

1, o, 1 — 1, i — 1 

d xx , 1 , d xx — d 2x , d xx — d 3i 

d X2 , 1, d X2 — d 22> d X2 — d 32 

d t39 I , d l3 — - d 23 , d x3 — d 3 i 



I, d l{ -r-d 7l , d tx — d tl 
1, d X2 — d 229 d l2 — d 32 
*> d X3 — d 23y d X3 — d 33 



1 1 1 

1 d xx d 2X d 3X 
1 d X2 d 22 d i2 
i dt, d 23 rfsa 



Corollaire I. — Si les points B 4 , B, , B 8 coïncident res- 



( *) La proposition établie pour la première fois par Von Staudt, loc. 
cit., a été mise sous cette forme, d'après Cayley, par Sylvester (Phiiosophical 
Magazine, r852; t. Il, p. 335). Voir ci-dessous § XVIII, 9 et 12. 
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peclivcment avec les points A, , A* , A 3 , on a 
cos (f = i , di t k = dk t i , d it i= o , 
cl par suite 



l6(A, A,A 3 )'=r — 



I I I 

1 o d n d n 
i d t2 o rfj 3 
i rf ls d 73 o 



ce qui coïncide avec l'expression connue de la surface d'un 
triangle en fonction de ses côtés (§ Y, 2). 

La condition pour que Ai , A, , À s soient en ligne droite 
sera 

o I I 1 

i o d xi d ï3 
i d lt o </„ 
i d l3 <4 3 o 

Pour une position quelconque d'un point sur la droite qui 
passe par les deux autres points, il y a un des facteurs du 
déterminant qui s'évanouit. 

Corollaire II. — La surface d'un quadrilatère plan 
étant 

A| A.j A3 A4 ^2 A| A2 A3 — r" Ai A3 A4 , 

on a, pour deux quadrilatères plans, dont les plans font 
entre eux un angle (f , 

1 6 A , A 3 A 3 A« . B, B 3 B 3 B 4 . cos <p 

: i6A,A 2 A 3 .B, B 2 B 3 .cosq>-hi6A, A 2 A 3 .B,B 3 B 4 cosy 
-hi6A,A 3 A 4 .B,B,B 3 .coS(p-f: *6A, A 3 A 4 .B,B 3 B 4 .cos(j) 

• i. m 1 1 

1 d u d 3l d kK 
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Si donc A et B sont les surfaces de deux polygones plans 
de m et de n côtés, dont les plans font entre eux l'an- 
gle <p, ABcosy sera la somme, prise négativement, de 
(m — 2) (/i — 2) déterminants du quatrième degré et de 
la forme ci-dessus. Ce sera donc une fonction rationnelle 
et entière des carrés des droites qui joignent les sommets 
de l'un des polygones avec ceux de l'autre (*). 

14. En désignant par d ifk le carré de la distance A, B*, 
on a, pour deux tétraèdres, 
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les premiers indices se rapportant au premier tétraèdre, et 
les seconds indices au second tétraèdre. 

Démonstration.—- Le produit cherché est, par le n° 7, 
égal au déterminant 

7 — d 2J — (d lx — d 2X ), d X2 — d i2 — (d ti — d 3i ), d X2 — d h2 — (d n — d 4l ) 

13 — «» — (d xx — d 2l ), d l3 — d n — (d u — d^) 9 d X3 — d AZ — (d n — d u ) 

14 — du — ("'m — «*2i)> «'u — d u — (d lt — d Zi ) y d XA — d 4A — (d xx — d tx ) 

lequel peut se transformer, de la manière indiquée au 
n° 13, en 

o 1 1 1 1 
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d, t 



i> du — d 7ly du — d$t y du — d 4l 

I5 d\i — «*m> d l2 — </„, d X2 — d^ 

1 5 "13 mmmm «Î3 y «13 — ~ "33 ) «13 — «43 

1 , d ti — d u , d XA — d H , du — 1/44 



1 du d 7l d 3l d it 

1 d x2 d 22 d i2 d k2 

I c/,3 d n r/33 r/ 43 

I b XA d u (t u d Ai 



(*) Von Stau»t, toc. cit. 
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Gorollàire I. — Si Ton fait coïncider les points B, , B t , 
B 8 , B* respectivement avec A,, A t> A lf A 4 , on a 



di,k = dk.i , d iti : 



et par suite 
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288(A 1 A 3 A 3 A 4 ) Ï = 



En développant ce déterminant d'après le § V, 2, on 
retrouve la formule connue, donnée par Euler (Nov. Comm. 
Petrop., t. IV, p. i58) pour le calcul du volume du tétraè- 
dre en fonction des arêtes. 

La condition pour que les points A,, A,, A 8 , A 4 soient 
dans un même plan sera 



o = 



ce qui s'accorde avec l'équation entre les distances mu- 
tuelles de quatre points d'un même plan (Euler, A et a 
Petrop.,6, 1, p. 3.) 

Corollaire II. — Un polyèdre étant donné, onpeut, au 
moyen des droites tirées d'un sommet A, vers les autres 
sommets A t , A 8 , A 4 , . . . , et des plans qui comprennent 
ces droites prises convenablement deux à deux, le décom- 
poser en pyramides triangulaires, ayant pour sommet com- 
mun A|, et pour bases des portions de la surface du po- 
lyèdre. Rangeons les systèmes de trois points, qui déter- 
minent les bases de ces pyramides, dans un ordre tel, que 
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toutes les portions de la surface du polyèdre, vues de 
dehors, soient de même sens. Alors les pyramides qui 
composent le polyèdre seront de même signe ou de signe 
contraire, suivant que leurs bases, vues du sommet A,, 
seront de même sens ou de sens contraire. 

On peut d'après cela considérer le produit de deux po- 
lyèdres comme une somme de produits de tétraèdres pris 
deux à deux, et le mettre sous la forme d'une somme de 
déterminants du cinquième degré, tels que ceux que nous 
venons d'indiquer. Le prodw de deux polyèdres est par 
conséquent une fonction rationnelle et entière des carrés 
des droites qui joignent les sommets de l'un des polyèdres 
avec ceux de l'autre, comme v. Staudt l'a remarqué. 

15. En désignant par 

OBC =/, OCA =/„ OAB =/, 

les faces d'un angle solide d'un tétraèdre, et par sin i 2 le 
sinus de l'angle solide polaire de celui du tétraèdre, tel 
que les arêtes du premier soient les normales, prolongées 
extérieurement, aux faces du second, on a 

(OABC)' =-ffifi sin 0l2 (*). 

Démonstration. — Désignons OA, OB, OC par r, r,, r 8 , 
et rr i cosrr i par a 0i = a i0 , etc. On a (§ XVI, 4, et 
§ XVII, 7). 

«00 «01 «02 



(60ABC) 2 = 



:4 ' 

« t0 «*,, a&fi ■-. * 

«20 «ai «22 



(*) Bretschneider, Géométrie, tn. Cette équation ne diffère pas essen- 
tiellement de celle de Lag range {Sur les pyr-, 17), et est ici démontrée 
d'une manière semblable à celle que Lag range a employée. 
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Soit de plus «oo le coefficient de a 00 dans ce détermi- 
nant, etc, • . . , on a (§ VII, 1 ) 



(60ABC)<== 



Or on a (3) 



a M a», 
a, # au 
a 2 * a 2 , 



a è2 

«12 
«22 



«00 — 



<*•! = 



etc, . , 



a tt a n 

#i 2 , a it 

«13 «!• 

û 22 Û 2 « 



=4/% 
= 4>y;cos 01 , 



en désignant par cos 01 le cosinus de l'angle que forment 
les normales élevées extérieurement aux surfaces OBC et 
OC A. Delà résulte 

i cos,, cos 02 



(60ABC)< = 4 3 / a /î/,' 



cos, 2 

I 



COS , I 

COS 02 COS, : 

d'où s'ensuit, d'après le § XVI, 2, la démonstration de la 
proposition énoncée. 

Remarque. — On déduitdela même manière du§ XVH,7, 
l'équation 

7" 7*« 73i 
(36AA,A 2 A 3 .BB I B 5 B 3 ) J =: 7., 722 732 

7«3 7" 733 

y a 7»i > • • • > étant les coefficients de c n , c u , . . . , dans le 
déterminant des éléments c li9 » . . , c 88 , et désignant des 
produits de surfaces de l'espèce considérée au n° 3. 

16. Lagrange (Sur les pyr.^ 12) a remarqué que, pour 
la quatrième face ABC du tétraèdre, on a, d'après les no- 
tations adoptées au n° 15, l'équation 

4(ABC) a = a 00 4- a,, -f- a 22 4- 2a ol -+-2a l2 -h 2a 2o , 



APPLICATIONS DÉS DÉTERMINANTS. ^09 

ou bien 

(ABC) 2 =/* -f- f\+f\ + 2//i<*s 0l 4- 2//, cos l2 H- 2/,/œs^ 

Cette équation s'obtient de la manière la plus simple, en la 
considérant comme la corrélative polaire de l'équation 
tétfàgohométrique (voir § XVI, 4, et § XVIÏI, 2, corol- 
laire) 

^ = jî î + / , + î , + mjr cosxy -f- 2/zcosjz 4- 2z.rcos&c. 

A l'aidedes formules trouvées pour(2 ABC)*et (6OABC) 4 , 
Lagrange (Sur les pyr., 17) a entrepris la résolution du 
problème qui consiste à déterminer le tétraèdre de volume 
maximum ou minimum, parmi ceux dqpt les faces ont les 
ai res don nées fjfiyfaft- A causé oe . ■ 

«oo = 4/% a u=4/î> *« = 4/î> 

<*oo H- an -H a« -4- 2 a , -+- 2a„ -f- 2a, = 4/3 > 

la quatrième puissance du sextuple du volume du tétraèdre, 
savoir (15), 

«oo ' «il/ *©j 
a i - a,, a,j . 

«02 «12 «H 

sera une fonction de variables a ou a oî , a 12 , dont la somme v 
a une valeur donnée. Les conditions pour que n obtienne 
une valeur maximum ou minimum sont, comme on sait, 

du dv du, dv du dv 

da 0i d<z 0l ' da 0i da 02 ' da. {2 da n 

fi désignant une nouvelle variable, qu'il s'agit d'éliminer 

entre ces équations. Or — ; — est le coefficient de a 0l 

1 2 aa t , 

dans' ï/ (§ III, 9), et a pour valeur R« 01 (§ VU, 3), en 

i4 
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posant (15) 

a H a ol a„ 
R = V^ = 



«»i o u a î7 



De plus, on a — — = i , etc .... ; par conséquent le tétraèdre 

cherché doit satisfaire aux conditions a 0i = a ot = a lt , c'est- 
à-dire 

rr, cos rr x = rr 7 cos rr, =? r, r 2 cos r x r 7 . 
En posant la valeur commune de ces produits d'arêtes = y0, 

il vient 

* 

r\r\ = + 0*,. r\ f* = H-a,,, r*rî==0H-a„, 

*■ 
pour le calcul de r, r t , r, au moyen des quantités données et 
de la quantité 0, qui reste encore à déterminer. Or on a, dans 
le cas actuel, 

«o. h- a» -h «m = 3 e —.(h -h /■; -£ /») fî 

= la quantité constante -<-.;- («oo 4- «it H- «m — 4f\)* q uc 
nous désignerons, pour abréger, par — c. On tire de là 

(/" + /•; +rî)v / ë==3e-hc, 

(z^ + rî +rj H-aHr; H- 2 r'rj -h 2 rj^) = 9 0' -h 6*0 -f- c\ 

= 3e'-+-20-(c — 4/;) + ^, 

• (0 -H «n) a (6 -h a M ) 2 H- ©(O ■+■ «»)' ( G + a w)' + ô ( ô + «■*)* (® + «..) 2 
= [3e j H-20(c — 4/ ,5 3 )4-^](e + a 00 )(e-f-a 11 )(0-ha M ), 

équation du quatrième degré pour le calcul de la quantité 
auxiliaire 6 au moyen des quantités données. Cette équation 



} ] 
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a toujours une racine réelle positive, puisque le coefficient 
de 0* ; dans le premier membre, et le terme connu, dans le 
second membre, sont de même signe. 

Il reste encore à désirer une discussion plus approfondie • 
de cette équation, ainsi que 1 étude des propriétés g^Or 
métriques des tétraèdres qui ont un volume maximum pour 
des valeurs données des aires de leurs faces. 

§ XVIII . — Relations polygonométriques et 
pofyédrométriques. 

1. Soient AB = a t , BC = tf t , . . . , MN = û m , NA = a„ 
les côtés d'un polygone donné quelconque, et cos^, le co- 
sinus de l'angle que la droite sur laquelle est pris le i ieme 
côté du polygone fait avec une droite donnée quelconque. 
On a 

«icos^t-h a 3 cos^,,, -h . . .-\-a n cos Ptn =z o (*). 

En effet, si l'on désigne par A, , Bi , . . • les projections or- 
thogonales de A, B, . . . sur la droite donnée, on a 

A, B, -+- B, C, H -h M, N , -h N, A, = o , 

en supposant A t B t = — B t A lT etc. On a "! 

A, B, = ABcoSj,,,, 

de quelque manière qu'on ait choisi la direction des seg- 
ments positifs sur les droites dont AB et A, Bj sont des seg- 
ments, parce que, en changeant une direction en son op- 
posée, il y a deux des quantités AB, AjBi , cos p>1 qui chan- 
gent de signe. En substituant les valeurs de Ai B l5 B1C1,..., 
on obtient l'équation fondamentale de la polygonométrie 
que nous venons de poser. 



(*) Lexell, Nov. Comni. Petrop., 19, p. 187. — L'Huilier, Polygonomé- 
trie, p. 20. — Carnot, Géom. de pos., ib^. 

14. 
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Réciproquement, si a t , a % , . . . , a n désignent des seg- 
ments de direction donnée, et cos^, le cosinus de l'angle 
que fait la droite sur laquelle est pris le i l>m * segment avec 
une droite quelconque ; si la somme 



• a 2 cos„ 



* 

s évanouit, de quelque manière que l'on choisisse la droite 
arbitraire; on obtient un polygone fermé lorsque, sans 
changer la direction des segments, on fait coïncider le 
commencement du second avec la fin du premier, le com- 
mencement du troisième avec la fin du second, etc; car, 
dans le cas où la fin du dernier segment ne coïnciderait pas 
avec le commencement du premier, la somme 

* I COS,,, -f- t*2 COS pt7 -h • • • H- fi R CQSp, n 

ne serait pas nulle en général, ce qui serait contraire à l'hy- 
pothèse. 

2. Si les périmètres des faces d'un polyèdre quelconque 
sont tels, que toutes les faces, vues de dehors, soient de 
même sens; si, déplus, après avoir fixé dans chacun des 
plans le sens des angles et des surfaces positifs, on pose 
les faces du polyèdre = a t , « 2 , . . . , a n ; si enfin cos^, est 
le cosinus de l'angle que le plan sur lequel est située la 
face (Xi fait avec un plan pris arbitrairement; on a 

a. cos,,, -f- a a cos,,, -+- ... H- a n cos^ n = o (*). 

Démonstration. — Considérons, d'après ce qui a été dit 
dans le corollaire II du § XVII, 14, le polyèdre comme dé- 
composé en tétraèdres : soient ABCD l'un d'eux et Ai Bi C t D t 
sa projection sur le plan arbitraire. On a (§ XVI, 5) 

A, B, C, + C, B, D ( + B, A, D, + A t Ci D, = o , 



(*) L'Huilier, Théorèmes de Polyédrométrie, 1799 ( Mémoires présentés à 
l'Institut, t. I, i8o5, p. 264)- — Carnot, loc, cil. 
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et par suite 

ABC cos fth -f- CBD cos,,, -h BAD cos^,* 4- ACD cos p$ i = o, 

h , i, #, / étant les indices relatifs aux plans des triangles 
projetés. Il existera des équations analogues pour les autres 
tétraèdres qui composent le polyèdre. En faisant la somme 
de toutes ces équations, on trouve "* 



a, cos^, 4- a 2 cos^j ■ 



, = o. 



parce que chacun des triangles qui n'appartiennent pas à la 
surface du polyèdre appartient aux surfaces de deux tétraè- 
dres, comme positif pour l'un et comme négatif pour l'autre, 
de telle sorte qu'il disparaît de la somme. Si, par exemple, 
le polyèdre est la somme des tétraèdres ABCD et ADCE, 
la surface de ABCD sera formée de 

ABC, ACD, CBD, BAD,' 

et celle de ADCE de 

ADC, ACE, CDE, DAE, 

et Ton voit que les faces ACD et ADC, situées sur le plan 
diagonal, sont égales et de signes contraires. 

Corollaire. — Si Ton élève sur les faces du polyèdre les 

perpendiculaires a x \ «z s ,. . ., a n , dirigées extérieurement, 

et proportionnelles aux aires des faces auxquelles elles sont 

respectivement perpendiculaires, on a aussi, en vertu de 

l'équation que napj-renons de démontrer, 

' ". ■ '-•" * ' . 

a t coSf ,, 4- a 7 eos^j +... + fl n cos^ = o , 

où Ton peut entendre maintenant par cos^ le cosinus do 
l'angle que la droite sur laquelle est comptée fa distance a l 
fait avec la normale à un plan donné .arbitrairement, 
c'est-à-dire avec une droite quelconque, fin obtient par 
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conséquent (i) un polygone fermé, lorsque, sans changea la 
direction des segments a t , a % , . . . , a n , on fait coïncider le 
commencement du second avec la fin du premier, le com- 
mencement du troisième avec la fin du second, etc. Les 
angles des côtés de ce polygone sont égaux aux angles des 
faees du polyèdre, de sorte que à toute relation polygo- 
nomé trique correspond une relation pofyédrométrique. 

3. Si les droites (plans) répondant aux divers indices 
sont parallèles aux côtés (faces) d'un polygone (polyèdre) 
quelconque, on aura 



COSi,i cos,, 3 
COS 2 ,i COS 3 , 2 



cos,,,, 
cos,, n 



cos„,, cos,,,, 



cos„ 



= o, 



en même temps que cos l)4 = i , cos,,* = cos A>I . 

Démonstration. — De l'équation démontrée ci-dessus 
résulte le système d'équations linéaires 

a, cos,,, -f- a 7 cos lf2 4- ... -H «„cos,, n = o, 



«i <-*os„ tl -h a 2 cos„ #2 -h ..-+-«„ cos,,,,, = o. 

La résultante de ce système linéaire (§ IX, 3) est préci- 
sément l'équation qu'il s'agissait de démontrer. 

Puisque trois droites or, y, r, parallèles à un même plan, 
sont aussi parallèles aux côtés d'un certain triangle, on a, 
comme on sait, *.'* f 



:*'■■*• 



I) 



i cos xr cosyr 

cos xr i cos xy 

COS yr cos xy i 



Étant données quatre droites (plans) quelconques x^y, 
2, r, on peut construire un quadrilatère (tétraèdre), dont 
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les côtés (faces) soient parallèles aux droites (plans). On a 
par conséquent 



(") 



i cos xr cos yr cos zr 

cosxr i cos xy cosxz 

cosyr cosxy i cos jrz 

cos zr cos xz cos yz i 



Cette équation , que Ton peut développer d'après le § V, 2, 
fait connaître la liaison qui existe entre les cosinus des 
angles formés par quatre droites (plans), entre les côtés et 
les diagonales d'un quadrilatère sphérique, entre les angles 
dièdres d'un tétraèdre. 

Si, en particulier, x, j', z, r désignent les directions des 
arêtes AB, AC, AD, et du rayon AE de la sphère circon- 
scrite au tétraèdre ABCD, en faisant AB = A, AC = c, 
AD = d, AE = e, on a 

i : cos xr : cos yr \ cos zr l = ie \ b \ c \ d y 

et par suite (§111, 2) 

4^ b c d 



(III) 



b i cosxy cosxz 

c cosxy i cosyz 

d cosxz cosyz i 



= (' 



t. 

formule qui sert à calculer le rayon de la sphère circon- 
scrite à un tétraèdre en fonction des arêtes d'un angle solide 
et des angles que ces arêtes font entre elles. Si au contraire 
E désigne un cinquième point quelconque de l'espace, on 



(* ) Càrnot, Géom. de pos. } 35o . 

(**) Legendre, Éléments de Géométrie, Note V. Cette équation ne diffère 
pas essentiellement de l'équation donnée par Lagranpe (Sur les pyr., ai ). 
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a, d'après les notations précédentes (§ III, 2), 



(IV) 



e' 


be cos xr 


ce cos yr 


de cos zr 


be cos xr 


b> 


bc cos j;r 


bd cos xz 


ce cos yr 


bc cos xy 


ç 1 


cd cos ^5 


de cos zr 


bd cos xz 


cd cos y z 


d} 



= o. 



En exprimant le produit de segments be cos xr au moyen 
des carrés des côtés du triangle ABE, et de même pour les 
autres, on obtient l'équation entre les carrés des distances 
mutuelles de cinq points de l'espace. Cette équation est du 
second degré par rapport au carré de chaque distance, ce 
qui s'accorde avec la construction au moyen de laquelle on 
irouve une des distances, connaissant les autres (*). 

4. Du système d'équations linéaires (I) 



/7, cos^,, -4- a 2 cos^j 
tf, COSa,, -h a 7 cos 2> . • 



. -h «» COS^ = O, 

. . -h a n cos,,,, = o, 



a { cos„,, + a 7 cos„, : -\- . . . -\- a h cos„,„ : 

résulte 1 équation plus générale 

cos,,,, cos^.j . . cos,,,,, 
cos,,, cos 2> , . . . cos..,,, 



cos,,,, cos,,,, . . . eos,,, w 



qui exprime la dépendance entre les angles forniés par 
// -}- x droites (plans) lorsque n de ces droites (plans) sont 
parallèles aux côtés (faces) d'un polygone (polyèdre) de n 
côtés (faces). 



^ * ) Caunot, GVorn. de pus.) ùM). Mémoire sut la relation qui existe^ c(c . , 
J8. Octlo équation ne diffère que par la forme de l'équation donnée par 
!,ap, range ( Sur les pji . , 1 9) 
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Dans la théorie analytique de la ligne droite, on fait 
usage principalement des cas particuliers suivants ; 



cos rs cos xs cos y s 
cosxr 1 cos xy 

cos yr cos xy i 
cos™ cosxr cm y s cosxs 

COS.IT I ' COS.T/ COS ^3 

cosyr cosxy i cosyz 

cos zr cosxz cosyz i 



= o f 



= o( # ), 



pour la détermination de l'angle de deux droites au moyen 
des angles que ces droites forment avec les axes coor- 
donnés. 

5, Du système d'équations linéaires employé au n° 3 
on peut déduire les rapports des côtés d'un polygone (ou 
des faces d'un polyèdre). D'après le § IX, 3 , en ayant égard 
au § VII, 5, on trouve 

*,:*,: a, : ... = vl*^ : v^ : v 7 P^ : • • . , 

|3, }l étant le coefficient de cos £jl dans le déterminant 

COS|,i COS|, 2 . . . COS,,,, 

COS 2 ,t cos 2 ,2 . • . cos 2jW 



cos„ 



COS„ 



cos- 



Pour m = 3, j3 1?1 se réduit àsin* 3 , |3 Î>8 à siu* 3 , jS 8j s à 
sin* 2 , ce qui s'accorde avec la proposition connue sur les 
rapports des côtés d'un triangle. 

Si /*>3, et que le polygone soit plan, alors (3 1?1 , 
(5s,t»* • • 5 /5«,« s'annulent (3), parce que n — i droites dans 
un plan forment un polygone de « — î côtés. Les rapports 

(*) MACNLS, Anal. Grom. dis liuumcs, § IX, (7). — Voir un Mémoire dt 
l'un leur, Journal de Crvllc, 1. XI. VI, p. i/j.S. 
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des côtés d'un polygone plan sont donc en général des fonc- 
tions indéterminées des angles formés par les côtés. 

Si n = 4? et que le polygone ne soit pas plan, on a 
(S XVI, 8) 

p (l = tinj 34 , |3„=sin' 34 , p 33 = sin; 34l p 44 =:siii;„. 

On a par conséquent, en n'ayant égard qu'à la valeur 
absolue, 

a { : a 2 : a 3 : a t = sin 234 : sin, 34 : sin, 24 : sin l23 , 

d'où Ton déduit la relation tétraédrométrique correspon- 
dante, qui donne les rapports des faces d'un tétraèdre (*). 
En vertu de la proportion que nous venons de trouver, 
on a (1) 

V^Pm co V -+" iïfc.*™*p,2 -f- . . . H- V / P/i./»cos f ,, B = o, 

les signes de tous les radicaux étant déterminés par le signe 
d'un quelconque d'entre eux. Dans le cas le plus simple, 
on a 

sin 23 cos p ,i -H sin 3 , cos^j -h sin l2 cos^ = o , 

formule connue de goniométrie. 

6. La position du point P par rapport au tétraèdre OABC 
est déterminée avec ambiguïté par les trois distances AP, 
BP, CP. La détermination devient complète, lorsque l'on 
connaît en outre la distance OP , dont le carré est lié avec 
les trois premières distances par une équation du troisième 
degré (3). Si Ton désigne, dune part, 

AP 2 , BP' CP 2 ; 

OÀ' , OB' , OC ,;W; 

OA.OP.cosAOP, OB.OP.cosBOP, OC.OP.cosCOP, 



( * ) Bret&chneider, Géométrie, 677. 
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respectivement par 

h ïy /**, h 3 \ 
et (l'autre part, les coordonnées des points 

A, B, C, P, 

par rapport à trois axes menés par le point O, par 

x i> Ji> z t ; x a , jr 7> z 2 ; x 3 , jr i7 z 8 ; x 7 y y z: 

il existe, entre les deux manières de déterminer P, les re- 
lations suivantes (*). • 

On obtient d'abord, par des considérations trigonomé- 
triques, les équations 

(I) zh^au + û— g l9 2h t =2a n -hh—g 2 , 2 A s = a s , -h /< — g i9 

auxquelles il faut joindre, pour la détermination de A, l'é- 
quation (3, IV) 

h h K h 2 hy 

à t a u a Vi a Xi 

hi a n a 17 ûj3 

h* a , 3 flfj 3 a yi 
en désignant 

OA.OB.cosAOB, OA.OC.cosAOC, OB.OC cosBOC 
respectivement par 



(a) 



* On trouve de plus, par la projection orthogonale (voir 



"\# 



A.n^ + rY, -r-*Z lf 
A 2 = 4?,X 2 -+- y Y,+2 Z2 , 
A 3 = ^X3 4-rY3 + zZ 3 , 



( * ) Lacrange, Sur les pyr. y 18. 
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en posant, pour abréger, 

x x -f- JT\ cos xy -+- z, cosxz = X, , 

x x cosxy 4- j, -f- z, cosyz = Y, , 

Xi cosxz -\-y t cosj2 -4- z t = Z,, 

et de même pour les autres. 
On a réciproquement (§IX, 1) 



(IV) 


/ R* = 
( Rz = 




(X,)+A,(X0-+-A»(X,) f 
[Y,)+A f (Y,) + *.(T,), 
(Z,)H-A,(Z,) +MZ,), 




en posant 






X, Y, Z, 




•*i ri z « 




i ' cos xy 


cos JTS 


11 = 


A-2 X 2 £*2 

x 3 y^ z 3 


~ 


#2 J*2 ^ 2 
*3 J3 «3 




cos xy i 
cos jz cos yz 


COSJZ 



= 60ABCsinj?/z, 

et désignant par (X,), ... les coefficients de X t , . . . dans R, 

lesquels peuvent se développer d'après le § VI, 5. 

Si, en particulier, P est le centre de la sphère circou- 

scrite au tétraèdre OABC, on a g, = #2 = gz= A» et par 

, • i , î , i 
suite flis-flu, ft t = -ci 2 ,, rt 8 = -fï 38 , 

2 2 2 

7. La position du point P par rapport au tétraèdre 
OABC est complètement déterminée par ses distances à 
trois des faces du tétraèdre, en comptant positivement W 
distances normales dirigées vers l'intérieur, négativement 
les distances normales dirigées vers l'extérieur (oïivVàx^ 
versd). Désignons, d'une part, les faces OBCyÛCA^O&B, 
CBA par/i , f % , j\ , f\ les distances du point P a ces Taces 
par p t , /? 2 , /h » P h d'autre part, les coordonnées des points 
A, B, C, P, par rapport à trois axes passant par O, comme 
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précédemment : on a, entre ces déterminations de P les 
relations suivantes ( ¥ ): 

Posons, comme au § XVI, 7, 

qabc : obcp : ocap : oabp : cbap = i.: f*t : p> : p 3 : p, 

6 OÀBC=V sin *rz; 
on en tire 

i : p, : p, : p s : p = v sin xyz : a//?, : 2/ 2 /? 2 : a/ 3 ^ 3 : ?.fp , 

v 2 ^' 
1 sin xyz 

On a, par cette substitution, 

3^- = ç,*H-îiirH-Ç.*. 

sin xyz 



(!) 



- — £— = Ç,.r-+- u t( jr 4- Ç 2 z, 
un xyz 



\ sin arjz 
et réciproquement 

(II) ^ -r Vsin xyz =/ l p l y l -h/*/^ -hAPiX* » 

-z Vsinj?r^=/i7?, z, -\-Ap**i +/ 3 /?3z 3 . 

2 

En vertu de l'équation fx -h f*i -H fXt -H f*s = i » on a 
(III)^ .# +/!>, +/,|»,-r-/,^ = £ Vaîn«r*. 

Si, en particulier, P est le centre d'une sphère tangente 

( * ) Lagrance, loc . cil . , a4 • 
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aux faces du tétraèdre, les valeurs absolues de p, p x , p % , p, 
sont égales entre elles, tandis que les signes de ces quan- 
tités diffèrent suivant que les diverses faces sont touchées 
intérieurement ou extérieurement. En désignant par p le 
rayon de la sphère inscrite proprement dite, on a 

(/-*-/. -H/a +/») P = - V sin xyz, 

(/+/ +/.+/»)r =/.r.+/.r»+/.r.» 
(/+/.+/» H-/.) « =/;*i -4-/.*i -+-/.»•• 

Si p' est le rayon de la sphère qui touche extérieurement 
la facey, et intérieurement les autres faces, on a p= — p', 
p x = Pi = p% = p\ etc. En faisant toutes les combinaisons 
de signes possibles, on trouve onze rayons, dont six sont 
égaux deux à deux, et huit centres. 

8. Les relations qui existent (*) entre les coordonnées g n 
g*i gt* ou ^1 5 ^s -> h* (6) du point P, et les coordonnées 
a t , fi t , fi 3 , ou pi , pi, p % (7 ) du même point, s'obtiennent 
par la substitution des valeurs de x, y., z, trouvées an 
§ XVI, 7, dans les expressions que l'on vient de trouver 
pour A, , fi t , A 8 . Dans la formule 

h { = p, (*, X, -hr, Y, 4- 2, Z, ) -h p. (*«X, -f-j^Y, -+- s,Z, ) 

H-fia(*,X,- r -.r a Y,-f-* I Z l ), 

le coefficient de /uti a pour valeur OA* = a lf , le coefficient 
defXj pour valeur OA.OB.cos AOB= a lt , etc. [Démons- 
tration, § XVI, 4). On a, d'après cela, 

i h t = (t,a„ H- f* 3 fl, 2 -i-/i3fl,3, 
' // 3 == p, 0,3 H- p, « „ -+. ja 3 a n . 
( * ) Lagranck, toc. cit., aG. 
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Au lieu de développer le déterminant que l'on doit égaler 
à zéro pour calculer h (6), on peut poser immédiatement, 
comme ci- dessus, 

et il vient 

(II)' 

( =f*îa ll +pÎ£ï„^-fx*« 8 sH-2fx I p 2 fl l2 -4-2fx,fA 3 « 1 3-|-2/x,p s ûr„. 

Réciproquement (§XVB[ y .7^JCX > 1) on a 

«h «il #ia 



(ni) 



«ia «tt *23 = V'sin'.rj'z, 

«13 «M *?3 

p, V'sin'tf/z = A, a„ -f- à* a„ -h A s a, 3 , 
. fA 2 V 2 sm a xx-z = /* l a l2 -hA a €i2 2 -hA»a„, 
( /* 3 V'sin a a:7z=/i l a 13 -h A a a M -f- A 3 a 33 , 



s 



p 3 V ' Sin a xyz : 

a n > «it> * • • étant les coefficients de a ii9 a if9 . . . dans le 
déterminant qui exprime V*sin* xyz. 
Au moyen des substitutions 

fx.V sinxyz = 2 /,/>„ etc. . (7), 
«„ = 4/ï, a.. = 4/ /><»•»> etc.. (§ XVII, 5; § XVII, M), 

on déduit des relations ci-dessus les suivantes 



- h t V sin xyz = /,p,a u -+-/ 3 p 2 a„ -f-^ />,*„ 



(!V) ' - h i \sinxyz==/ l p l a l7 -{-/ 3 p 2 a i2 ^/ipia 7S9 * 
f - lh\smxyz=f x p x a X i+f 7 p 2 a n -+-f i p i a %lf 



-f- 2/ Apip 2 a x7 -h 2 /, / 3 />, ^ €l l3 + 2/, / S /?,/>* «a,, 
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et réciproquement 

- p t V sin xyz = /t l f l -+- // 5 / 2 cos„ -+- ^/ 3 cos ln , 

(V) { -/>,ysin.r/z=: A./cos.j-M,/, +A s / 3 eo» 23 , 

, - /> 3 V sin.r/2 = h x /, cos, 3 -^ A,/ 2 cos M H- Kf %% 

9. La relation entre tm&lre points A, B, C, D d'un 
même cercle peut s'exprintt&îtttînoyen des propriétés des 
angles, des distances oudes^gfres, qui sont déterminés par 
les points en question. D'après un théorème connu, con- 
tenu dans les Éléments tFEuch'de, la différence des angles 

ACB — ADB = o ou = 1 8o°, 
d'où en général, 

(I) 2(ACB — ADB) = o (*), 

lorsque les points donnés sont sur un même cercle, et que 
Ton prend avec le même signe les angles décrits par des 
rotations effectuées dans le même sens. L'angle zéro équi- 
vaut à 36o°. 

De plus, d'après le théorème de Plolémée (jilma- 
geste, I, 9), on a 

(II) y^-f. ^4-^=0, 

en désignant par p, <jr, r les produits des carrés des droites 
opposées qui joignent les quatre points du cercle A, B, C, D. 
On tire.de cette équation 1 équation rationnelle entre les 
carrés des distances mutuelles de ces quatre points. On 
peut établir une équation analogue à cette dernière entre 



( * ) Morbiiis, Kjeisverwandlschaft, § XIV. 



APPLICATIONS DES DÉTERMINANTS. 2?5 

les carrés des distances mutuelles de cinq points d'une 
sphère. 

On connaît enfin les relations entre quatre points d'un 
cercle ou cinq points d'une sphère, et un autre point quel- 
conque : la dernière de ces relations est contenue dans un 
théorème de Feuerbach (Untersuchung der dreieckigen 
Pyramide, p. i5), qui a été" reproduit par Cayley [Cambr, 
^Math. Jour., II, p. 268) et par Luchterhandt [Journal de 
Crelle^ XXIII, p.. 3?5). Ces mêmes relations ont été 
déduites des principes du calcul barycentritjue par Môbius 
(Journal de CreUe^ XXVI, p. 26)/ Voici la méthode de 
Cayley, fondée sur l'emploi des déterminants : 

Supposons que les points A, B, Xl\ D d'un cercle soient 
donnés, par rapport à un système d'axes rectangulaires, 
dont l'origine est O, par leurs coordonnées [x, y), (x i9 j r ,), 
{xt)jrt),.(x*,jr*)< On a, comme on sait, 

• x 1 -f- y 1 = a -|- bx -f- ey, 



et par suite (§IX, 3) 

x 2 -+-y 2 1 x y 
•*Î+JÎ " *■ y\ 



(III) 



y\ » *3 r* 



Le développement de ce déterminant, d'après le §111, 6, 
donne, en ayant égard au § XVI, S, 

OA'.BCD. — OB'.CDA -h OC'.DAB — OD 2 . ABC = o. 

En construisant OP perpendiculaire au plan du cercle, et 
ajoutant à l'équation précédente l'identité (§ XVI, 5) 

OP'(BCD — CDA -+- DAB — ABC) = o, 
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il vient 

(IV) PA 2 . BCD — PB 3 ..CDÀ 4- PC . DAB — PD' . ABC = o, 

P désignant un point quelconque de l'espace. On a en' par- 
ticulier, lorsque P coïncide avec D, • 

DA a .BCD -h DB*. CAD -h DC*. ABD = o. 

Soient donnés pareillement les points A, B, C, D, E d'une 
sphère, rapportés à un système d'axes rectangulaires, par 
leurs coordonnées (x 7 y, z), etc. . . Des équations 

** -+- y* -h z* = « -+- bx -+- ey -\- dz, 
» • ' • . . . 



x 



il résulte 



(V) 



*î h- rî -+- z\ i *4 r« * 

En développant ce déterminant (§ XVI, 6), il vient 

OAV BCDE -+- OB' . CDEA -h OC'.DEAB + OD'.EAbC 



(V*) l -uOE'.ABCD = o, 

O désignant un point quelconque de l'espace. D'après les 
notations adoptées au § XVI, 7, on a 

p.OA* -+- p,OB a -h f* s OC H- f* OD' = OE a ; 

c'est-à-dire que, si /x, fjt,, f*„ fjt a sont les coefficients coor- 
donnés de E par rapport à la pyramide DABC, alors, pour 
tous les points O d'une sphère décrite du centre E, la 
quantité /xOD* -h piOÀ* -h fXjOB* -h f^OC* est constante 
(Feuerbach). On a en particulier 

AB' . CDEA 4- AC* . DEAB -+- AD' EABC 4- AE* ABCD = o, 
*,DA 2 -+- p 2 DB 2 + fx 3 DC 2 = DE». 
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En multipliant les déterminants (III) et (V) respective- 
ment par 

I, X 2 H-J 2 , —207, — 2/ 



*;+*;, 



' 2^3 



2Js 



et par 



i, •*'. -H.T 2 -H s% — ax, -—27, —iz 



i> *î + /î + «ï> — a*o —274, 
on trouve (§ VI, 3) 



22» 



. . d 03 



et 



d 00 . . . */ 04 



en faisant, dans le premier cas, 

4, = ** -t-j* + *î -h r î — 2**1 — 2 r/, = ab j , 

4, = x 2 -f- jr 2 + *î -+- 7a — 2 ix, — 2JT/1 = AC% 
etc 

et dans le second cas, 

</ 00 = x* + y 2 -\-z 7 -4-« a +j a -+-**.— 2.r 7 — 27* — ai* =0, 
a 0l = x 2 -h r 2 + z2 4- *rH rî + 2 ? — 2**1 — aj^i — 2zz, = AB% 
etc 

.Par conséquent l'équation annoncée entre les distances 
mutuelles de quatre/ppints d'un cercle sera (Cayley) 

o d,n d oi c/ 03 



(vn) 



O % d n rf I3 



= o. 



d n d ti o d 23 
d s d l3f d 7i o 

d iyi désignant le carré de la distance du i***' point au k iim *. 
L'équation analogue entre les distances mutuelles de 

i5. 
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cinq points d'une sphère sera (Cayley) 

6 4ê\ d» ''o.i d %i 

d ut «o d n d l3 d u 

(VIII) d ê7 d„ o d 7Z d u 

j d„ d Vi d n - o d si 

d„ </„ il u ,d 3i o 

Ces dé termi liante peuvent se développer d'après le § V, 2. 

10. Les relations trouvées, de (III) à (VIE), ont* lieu ' 
pour les points d'une ellipse ou d'une hyperbole, d'un 
ellipsoïde ou d'un hyperboloïde (*), en divisant le carré de 
chaque distance par le carré du demi-diamètre qui lui est 
parallèle. 

Démonstration.. — Si, au lieu de la sphère, on considère 
une des surfaces du second degré dont nous avons parlé, 
et que les coordonnées orthogonales soient parallèles aux 
axes principaux de 1 la surface, l'équation 



se changera en celle-ci, 



bx- 



cy- 



■ dz 



eMW-. 



i +b'x-\-c , y + d'z y 



t et e t désignant l'unité positive ou négative. Il .s'ensuit 
que, dans l'équation (V), x* -f- y\ H- z % se trouve rem- 
placé par , - • 



(:)■*■«)■-(;)■• 



Soit maintenant MAj le demi-diamètre de la 'surface qui 



%» 



■ ( * ) I/cxlension des propositions précédentes à l'ellipse et à l'ellipsoïde a 
èu\ remarquée par Brioschi (Journal d<: Crclle, t. L, p. *j36) . 
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a la même direction que OA, et soient, de plus, p, q y ries 
coordonnées de Â t par rapport aux axes principaux de la 
surface. On a, par des propositions élémentaires, 

x : y : z : oà =/? : q : r : ma, . 

Mais, à cause de la relation connue 



on a 



Par conséquent, dans (IV) et dans (VI), on introduira 
OÀ a QB 2 OC 2 

ma;' mb;' Me;' "*' 

au lieu de OA*, OB% OC, . . . , les autres quantités no 
subissant aucun changement. 

En multipliant ensuite le déterminant 

x 1 y* z 2 
a 2 p 2 7 2 



X 2 Y 2 Z 7 * 

a 2 p 2 7 2 



par le déterminant 



x 7 y* z- x y z 



a- p* 7 2 a P 2 



«4 

7* 



(*) Celte propriété a été indiquée par Joachiinsthiil, Journal de Crclle, 
t XL, p 32. 
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il vient l'expression 

<t» ... ^4 



d i9 ... d kk 



en posant 



x 2 r 2 z 2 x 2 v 21 

a 2 p 2 y 2 a 2 p* ' 

z 2 x 2 r 2 z 2 

-f- 6 , — -^ 2 — — 2 e -~ — 2 « , — 

7 2 a 2 p 2 7 2 



= o, 



x 2 y 2 z 2 x; r; z; xx, ry t 

z?, • 



F 



P' 



7' 



expression que Ton trouve, comme ci-dessus, égale à AB* 
divisé par le carré du demi -diamètre parallèle à AB ; et 
ainsi de suite. 

11 . Une section conique du second degré est déterminée 
par un de ses foyers O et par trois autres points A, B, C; 
par conséquent quatre points et un foyer d'une même co- 
nique doivent avoir entre eux une certaine relation. La sur- 
face de révolution du second degré qui résulte de la rotation 
d'une section conique autour de son axe principal, est dé- 
terminée par un de ses foyers O et par quatre autres points 
A, B, C, D, de sorte qu'il doit exister une relation entre 
cinq points d'une pareille surface et l'un de ses foyers. Ces 
relations ont été indiquées et démontrées par Môbius (Jour- 
nal de Crelle, t. XXVI, p. 29). 

On peut déduire ces relations de ce théorème connu, que 
le rayon vecteur OA = r d'une section conique ou d'une 
surface de révolution de l'espèce indiquée est une fonction 
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linéaire des coordonnées x, y, ou x 9 y, z du point A, par 
rapport à des axes quelconques. Soient x u y^ ou x l9 y^ z t 
les coordonnées de B, e te .... ; on a 

r == a 4- bx 4- cy , r == a -f- bx 4- çy -f- <& , 

r, = a 4- bx x 4- cj, , 

r 2 = û -f- ^a: 2 -f- c^ 2 , 

r 3 = a 4- £#3 4- <Ts ; r { = a 4- &.r 4 4- cy 4 4- </z 4 ; 

par conséquent (§ IX, 3), 



r 


1 


X 


y 




r 


1 


X 


r 


z 


r 3 


1 


x x 


Xi 

y* 

/3 


= 0, 


n 


1 


•r. 


r» 


«1 


1 


•*3 




r ( 


1 


ar 4 


r« 


*4 



c est-à-dire (§XVI,5,6) 



(I) OA.BCD — OB.CDA 4- OC.DAB — OD. ABC = o, 
A . BCDE 4- OB . CDEÀ 4- OC . DEAB 4- OD . EABC 
+ OE.ABCD = o. 



(") 



Si A, B, C, D sont situés sur la surface de révolution, et 
en même temps sur un plan passant par O, on a ABCD = o, 
et 

BCDE : — CDAE : DABE : — ABCE 
= BCD : — CDA : DAB : — ABC, 
et par suite 

OA.BCD — OB.CDA 4- OC.DAB — OD. ABC = 0; 

c'est-à-dire que la surface de révolution est coupée par un 
plan passant par un de ses foyers, suivant une ligne du 
second degré dont ce point est un foyer (Môbius, l. c. ). 

12. La relation entre les distances mutuelles de cinq 
points dans l'espace a été donnée pour la première fois par 
Lagrange sous une forme trop peu développée \ puis elle a 
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été traitée à plusieurs reprises par Carnot, sans que Ion 
parvînt à un résultat présenté avec clarté (3). La relation la 
plus simple entre cinq points de l'espace A, B, C, D, E, dont 
les coordonnées par rapport à trois axes quelconques sont 

( x i ty% $ z \ )? ( x * i Y* i z *) y • • • > s'obtient en développant 
d'après le § III, 6, l'identité (§ II, 4) 



i i x, y x z y 
il x 2 y 7 Zt 



I I X 5 /> z 5 



cl interprétant, au moyen du § XVI, 6, les déterminants 
du quatrième degré auxquels on parvient, ce qui donne 

( I ) BCDE 4- CDEA -f- DEAB 4- E ABC -h ABCD == o, 

équation qui coïncide avec l'équation connue que l'on ren- 
contre au § XVI, 7. En exprimant les volumes de chacun 
des tétraèdres en fonction de leurs arêtes (§ XVII, 14, co- 
rollaire I), on obtient une équation irrationnelle, dont le 
second membre est zéro, et dont le premier membre est la 
somme des racines carrées de cinq déterminants du cin- 
quième degré. Pour rendre cette équation rationnelle, il 
n'est pas nécessaire de faire le produit des différentes va- 
leurs que peut prendre le premier membre, en vertu de 
l'ambiguïté des radicaux carrés. U suffit, ce qui est préfé- 
rable, de multiplier l'équation (I) par un de ses termes, 
parce que le produit de deux tétraèdres est une fonction" ra- 
tionnelle des carrés des droites qui joignent les sommets de 
l'un. des tétraèdres avec les sommets de l'autre (§ XVII, 14J. 
L'équation cherchée a été développée pour la première 
fois sous une formé plus simple par Cayley (Cambr. Math. 
./., II, p. 9.68). Par analogie avec, la méthode 'donnée 
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au n° 9, Cayley a multiplié le déterminant plus général 



R = 



0, 1,0,0,0,0. 

1, x) -H-y\ +z] -f-«î, *,, r,, z,, u { 



par 



i6R = 



[ ,0,0,0,0,0 

c s +JÎ I H-«î H- «J, 1, — -2.r 5 , — 2j.s, -2:,, — ai/» 
Ou trouve ainsi (§ VI, 3) " 

"00 • • - "01 



i6R 2 = 



^ • • • ^M 



où l'on a A A ,* = h k ^ (§ VI, 2), et de plus 

^00 = o , A 0I = 1 , h 02 = 1 , . . . , A M = 1 , 
^it = h n = . . . ±= // 55 = o , 

2Z,S 2 — 2«,«, • 

etc. ... 

Si les quantités indéterminées u iy w 8 , . . . , u 5 sont 
nulles, R s'annule pareillement (§111, 2). Si Ton consi- 
dère en même temps x if y i9 % z t comme les coordonnées 
rectangulaires du point A, etc. . . . , on a h i% = AB*, etc. . . . 
En désignant les carrés, des dislances du I er point au 2 e , 
au 3 e , ... , comme ci-dessus, par rf lt , /7 13 . . . , on a l'é- 
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quation cherchée, 

o i i i i i 

i o d ï2 d n d u d xi 

d l2 o du d u d 2% 



d iZ d n - o d u d iS 
d u d u - d 3i 



d„ 
o 



= 0. 



d\% d 2h dis d 4l 

On peut développer ce déterminant d'après le § V, 2, ou 
simplement d'après le § III, 1 . Dans ce dernier cas on trouve 

J»i -h h* -h h» -+■ #m "+- ^05 = O, 

en désignant par i 0i , â ot , . . . les coefficients qui multi- 
plient dans le déterminant les éléments de la première ligne 
horizontale. Mais on a, dans le cas d'une notation analogue 

(S VII, 5), 

$oi : *•* : $03 : * M : *.» : = fa, : fa 7 :,fa 3 : far. fa* , 

puisque le déterminant est nul, et que d k ^ = d ii9 d'où ré- 
sulte â ijk = â k9 i (§ III, 9). Par conséquent 

fai + fa, 4- faz -h fa* 4- fa, = o, 
ce qui s'accorde (§ XVII, 14) avec l'équation (I). 

Corollaire. — On trouvera de la même manière les 
équations entre les carrés des distances mutuelles de quatre 
points A, B, C, D d'un même plan, ou de trois points 
A, B, C d'une même droite (§ XVII, 13, 14). On trouve, 
en effet, dans le premier cas, en conservant les mêmes no- 
tations, 






I 


I • 


1 


I 


I 





d» 


d„ 


d lt 


I 


d t7 





d„ 


du 


1 


rf.» 


d» 





d» 


I 


d lt 


d„ 


du 


O 
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*35 



OU 



v^ 


4- 


y 7 **. 4- V^s 4- 


\[ÏT„ = o, 


ce qui s'accorde avec 




BCD — 


CDA4-DAB-ABC=o, 




i 


I *1 ?x 






i 

i 


i x 7 y* 


= o; 




i 


i .r 4 y k 




dans le second cas 






o 


i i I 






i 
i 


rf| 2 ^13 

d i7 d n 


= o, 




i 


du d n O 





ou 

ce qui s'accorde avec 

AB -+- BC -H CA = o, 
i i 



i .i 
i i 



Xi 

x t 
x % 



==o. 



Ces équalions peuvent s'obtenir aussi au moyen du n° 9 
(VII et VIII). Si, en effet, de cinq points d'une sphère, l'un 
est situé à l'infini, on a par exemple 

d 0l d 9i d 93 c/ 04 



et les quatre autres points sont dans un même plan. Et si, 
de quatre points d'un cercle, l'un est à une distance infinie, 
les trois autres points sont sur une même droite. 



